
Summafionsmethoden und Momentfolgen. 
Von 

Felix Hausdbr~ in Greifsw~ld. 

I. 

Die Iolgenden Betraehtungen ha~ipfen an die sehr einfaehe Bemerkung 
an, dag die Beziehung zwisehen einer Zahlenfolge ao, al, a~, . , .  wld itavn 
Ces~roschen Mitteln Ao, A1, A~, . . .  irgendweleher Ordnung sich in den 
Di//erenzen 

( ')  + (') -- }" 

% 

rein multi~likativ ausdriiekt: 

(0) B,, = Z.,, b,,. 

Die gleiehe Bemerkung .gil~ yon den H61dersohen ~'Ylitteln, die sioh hier- ' 
&uroh aueh flit nieht ganzzahlige 0~dnung definieren lassen, Allgemein 
sind die linearen Beziehungen zwisehen den a~, A~, die die Fo~m (0) 
haben, paarweise vertauschbar und bilden insofern ein natfi~liohes System. 
Wenn hierbei ieder konvergenten Folge @~ eine konvergente Folge A, eat, 
spreehen soil, so mul~ die l~Iultiplikatoreniolge /~, gewissen B~ngungea  
genfigen; unser Hauptresultat ist, daft ihr d~nn ~ne im wesentl~ehen eia- 
deutig bestimmte Funk~ion Z:(~) besehr'&nkter ~ohwanl~ung zugeh6~. 
deren Stieltjessehe Moment~e sic ist: 

0 

Dutch passende Annahmen fiber dieFunktion Z(u) oder die ]Kome~@ 
funktion Iz(t) erhalten wit als Nebenergeba~gs,e ein~ emt~ehea BeSe~ 
fftr die Aquivalenz der H 51 d er sehen und C es~ro sehen G r e n z w ~  gleie~ 
(beliebiger) 0rdnung, ferner die A t m ~ , d e r  H6!de~schen Sl~ai~ '~  
d d ~  log~.rithmisehen und ihre Erg~nzung ~ c h  ~k~ Sk~lea ex~a~a, 
~i~en Charakters. Uberdies gelangea wit zu eine~ e i n ~ u ,  .dea U ~  



F. ttausdorff. Summationsmethoden und Momentfolgen. I. 75 

fiber Kettenbriiche vermeidenden LSsung des Momentproblems fiir ein end- 
liehes Intervall. 

w  

Die unendliche Matrix ~--= (~, , , )  (T,~n == 0, 1, 2 , . . . )  sei ,,zeilen- 
finit", d . h .  fiir jedes 2 gebe es nut endhch viele 2v,,~ ~ 0. Wenn das 
Gleichungssystem 

ein ,,Summationsveffahren"*) definieren, n•mlieh dazu dienen soil, einer 
4ivergenten Folge a m den eventuell existierenden lira A~ ais verall- 
gemeinerten Grenzwert zuzuordnen, so verlangt man naturgem~B, dab 
dies Vedahren ,,konsmten sei, d .h .  bei einer konvergenten Folge a m 
den gewShnliehen Grenzwert liefere: mit a ~ - ~ a  Moil stets Av--*r seLu. 
Die notwendigen und hinreichenden B e d i n ~ g e n  d a ~  hat Herr Toep l i t z  ~) 
gefunden. Es ist ~ r  unseren, Zweek*passender, die Forderung zu zerlegea, 
and wit nennen die Matrix 2 eine O-Matrix (Konvergenz erhaltende ~a~ix),  
wenn aus der Konvergenz yon a m die yon Av folgt; speziell eine raine 
C-Matrix, wenn mit a ~ - ~ 0  aueh A~-~0,  and noch spezieller eine 
normierte C-Matrix, wenn mit a~--~r auch A~--*a. Die n&t~endigen 
und hinreiehenden Bedingungen flit eine C-Matrix Mind: 

(A) $~  2 I ist flit io = 0, I ,  2 besehr~inkt. ~ 1  ~,~ , - ' -  

(B) lira ;%,, ~ = l,, existiert, flit m = O, 1, 2 , . . .  

V~h' untmdriieken den Beweis, der dem Toepli tzsehen Vorbild folgt, 
Fib' a ~ - ~  e~ hat man da~_u 

Fiix eme reine C-Matrix iMt dam Versehwinden s~m~lieher l,~ ~ eine 
nvrm~erte fib erdies ~l'~ 1 notw~md~ und hin~elchend. Eine r~e~:C-Ma@ix 
mir ~ 0  ~ n n  maa ,,normieren", ~dem m ~  sie mit mal tipiiziert. 

Summe, Oii~erenz and P~odukt yon zwei (relnen) C-Matrizen ist wieder 
oi~e (~eine) C-]ga~rix. 

~) ~ r  die R'~e Z ( a ~ - - a ~ - z ) ;  ~s fehlt a~t einem en~spreohend~n A u s ~ k  

~) O. Toel)li~z, ~oer allgemeine li~eare ~Iittetbildu~gen, Praoe Matem~tyc~no~ 
~zyczne, 22 (1911), S. 118--119: 
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Wit schreiben (1) in Matrizenform 

a = =  

A = i a ,  

% 0 0 . . .  

a ~ 0 0 . . .  

a~ 0 0 . . .  A = 

Ao 0 0 . . .  

A 1 0 0 . . .  
A~ 0 0 . . .  

und setzen lest, dal~ bei solchen ,,einspaltigen" Matrizen die Aahs 
des Index p das Glied in der Zeile p,  Spalte .0 bedeuten soll, also 

( 8 )  = 

Nennen wit mit Herrn T o e p l i t z  die Menge der Folgen a ,  fiir die 
( la)~ konvergiert, das Konvergenz/eld C(~) der Matrix i .  Fiir zwei 
Matrizen i ,  ~ bestehen vier MSgIichlceiten, die zur Aufstellung einer Rang- 
ordnung dienen ]~Snnen: 

I. C (1 )=  C(/.~) : i mit F dquivalent. 
II. C ( i )  echte Teilmenge yon g(/~) : i  schw~her als # .  

III.  C(~) echte Teilmenge yon C ( i )  : i  st~rlcer als # .  
IV. Keiner der Fs I I I  I I I  trifft z u : i  mit /z unvergleichbar. 

In Zeichen etwa: 

I: i~#. II: i<~. III: i> F. IV: IIIF. 

Beziiglieh des Reclmens mit 2quivalenzen sei ant bemerkt, dal~ aus 
t ,-~ i '  zwar t/~ ,-~ i'#~, abet nieht /~i ~,~ # t '  /o lgt . .Aus i ~,~ i ' ,  /z ~ / ~ '  
foIgt, wenn 2' re.it # ver~ausehbar ist: i #  -,~ i ' #  ------/~i' k~/z'~'. In einem 
'System paarweise vertausehbarer Matrizen d/ir~en also ~qaivalenzen multipli- 
zier~ werden. 

Wenn die Matrizen I, # Reziproke haben, so verteilen sich die obigen 
vier F~lle folgenderma~en: 

I. ~t  -~ and 1#-~ sind C-Ma~rizen. 

II. #i -~ is~ G-Matrix, i#-~ nicht. 

III.  I #  - i  ist C-Matrix, ~ i  -~ nicht. 

IV. Weder # i  -1 noch L~ -1 ist C-l~atrix. 

Sind ~ i  -~ and i/~ - i  reine (normierte) C-Matrizen, so wollea wit 1 
und/~ rein (normiert) ~lu/valent nennen and die normierte 2quivalenz mit 

be~eir 
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Sind i u n d  I ''1 reine C-Matrizen, so ist i i m  vorhirt erws Sinne 
der Normierung fi~hig. Sind i,/~ rein ~quivalent, so kann man durch An- 
bringung eines nichtverschwindenden Zahlfaktors (Normierung yon # i  -~) 
normierte Xquivalenz herstellen. 

Sei nun e eine ]este Matrix, die eine Reziproke hat, und 

fro 0 0 .. .  
0 tq 0 . . .  

I ~ "  0 0 t q . . .  
, , . , , , 

. . �9 . , w 

eine willkiirliche I)iagonaln~atrix. Wir beschrs uns nunmehr auf 
Matrizen ~ter Gestalt 

(4) ~ = e-~ffe,  

die vermSge des lessen e in eine DiagonaImaCrix iibefftihrbar sind; diese 
Matrizen sind paarweise ve~r Isr umgekehr~ 1" ~,.~:~ e-lff*e eine 
der Matrizen (4), worin die Elemente ff~* der Diagonalmatrix if* paarweise 
verschieden sind, so sind alle mit t* vertauschbaren Matrizen i dutch (4) 
gegeben; denn setzt man ff =o~: e~e-1 ,  also ~ : .  e-~ffc), so ist ff mit #* ver- 
tauschbar und daher, wie unmittelbar folgt, ebenfalls eine Diagoiaalmatrix. 

D~e Beziehung A := i a  nimm~ nach (4) vermSge der einspaltigen 
Hilfsmatrizen 

(5) b =~ oa, B "~ eA  

die einfache Form 

(6) B 
also die multiplikative Gestalt 

(7) B,, = t~,,b,~ 

an; der M:atrix i entspr~oht die Diagonalmatrix ff oder die M~lti2tilcatoren- 
]olge t.L,~ umkehrba~ eindeutig. Wi~:~ nennen diese eine~(reine, no~;mierte) 
C-Folge, wenn i eine (reine, normierte) G-Matrix ist, und iibertragen 
auch die Graduiemng (iiquivalent, schwiicher, stiirker, unvergleichbar) aui 
die ~Iultiplikatorenfolgen. Dieses einiache Prinzip wollen wit fiir eine ganz 
spezielie, numerisch bestimrnte Wahl der transformierenden Matrix e ge. 
nauer veffolgen. 

w 

i a s  einer Zahlenfolge %, bilden wir die Doppel~olge der Differenzen 
verschiedener Ordnung 

(8) a,,,,,,, a, ,~--(1)a.+l- ' t -( '~)a,, , ,+~ .+. ( - -1 ) "  
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mit der Rekursions/ormel 
a~,,~ --= a,~+~,~ § a~ ,~+  1 . 

Insbesondere n e ~ e n  wit die einfach~ Folge der Zahlen 

(9) b~==ao,,~a o (1)al ~-(~)a~ .., •(--1)" - -  - -  a ~  

kurz die Di~exenzen/o~e der a~. Die Differenzen der b~ sind dann 

b . . . .  ~ a,,, ~, 

denn dies gilt fiir m ~ 0 und wircl vermSge cler Re~rsions~ormel yon m 
auf m-+-1 iibertragen; insbesondere ist 

a~ bilden also auch die Differenzenfolge dot b~, so daI~ die zu (9) 
geh6rige .~latrix 

~o ~- 

I 0 

1 - - 1  

I - - 2  

I - - 3  

(b~ -oa )  i]~e eigene Reziproke ist. 

0 . . ~  

0 0 . . .  

1 0 . . .  

3 - - 1 . . .  
�9 . .  , 

�9 . . ~ 

Auf diese festgew~hlte ~at r ix  0 

andererseits 

(I!) 

g~iinden wit die Zuordnung (4) zwischen Matrizen 2 and Diagonalmatrizen/z, 
beVraehten je t~  also nut sdche Gleichungssysteme (1), die in den Dife- 
renzenfolgen b,, B, die multiplikative Gestalt (7) habe~, 

Der Zusammenhang zwischen den a,~, b~ kann auf bekam~te A~ten 
mittels' erzeugender FunkCionen eiafadl ausgedriickt werden (man braucht 
die auftfetenden Potenzreihen nioht einmaI konvsrgent vorauszttsetzen, 
sondern karm sie als komplexe Zahlen mit uaendlich vielen Einheiten a~f- 
fassen). Einerseits ist 

n 

~Y, b,,y" = ~ Y ' ( - -  l ~ ' a  - - - 2  '~ �9 
n ~ t m ( 1 - y ) m + ~  ' 

:~S letzte k5nnen wir so ausdriicken, daI~ vexm6ge der 
Tmasfo~mation 

( l - x ) ( 1 -  y )= l  
~ c h e a  

Eulers~h~n 
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der Zusammenhang 

f (x )  .... ( 1 
besteht. 

Driicken wir nun 
so kommt 

.... V)g(y), g(y)=(1 -x)f(x) 

79 

oder 
p 

' 2 a 

nach der Bezeichnungsweise (8), d. h. d i e /~ , ,  
Setzt mar alle a~ ~ 1, so kommt 

A~ �9 n Ip\ v,  (._ ~) L~),,~b,, 
~ 0  

n::-'0 m ~  0 

P 

r~-,..~ p _,te , a m 
. . . . .  2"2'(-x), 

m~O ~ ,  

.... ( -  
~ 0  ~'~0 

sind die DiEerenzen der ~ .  

m= 0 

Die Bedinguagen w 1, (A) (B) dafiir, dab die Gleichungea (13) eiaer 
C-Matrix 1 ='= ~ # Q entsprechen,, lauten nun: 

(-) 

Die Be4ingang (C) ist wegen (14)yon selbst e ~ .  Das sind also die 
aotwendigen uad hinreichenden Bediagungen flit eine O~Folge l~,,~ ~r  
a,~ --* ~' i s t  dana 

l~r  eine rein~ C-Folge is~ das Versohwinden alle~' l~, tilt eine normierte 
~be~es I~o ~ I ao~wendig und hiuzeicheacl. 

m=()  

M , s  

die Beziehungen B~ ~/z,~b,, in den. a,~, A~ aus, 
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In Wahrheit steht abet, wie wir nun zeigen wollen, die Sache noeh 
einiaeher: die Bedingung (a) allein geniigt, und aus ihr folgen siimtliche 
Bedingungen (fl) und zwar mit 

. . . . . . .  o .  

Es wird also (a) die notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine 
C-Folge, und aus a~--+ r folgt dann 

A~-+ #o ~ -+- 1o( % -- ~ ), l o =: lim/*o.v" 

Fiir eine reine C-Folge tritt die Bedingung l o = 0, fiir eine normierte 
,u o = 1 ~nnl. 

w 

Eine (reelle) Folge /~., h elSe total monoton (L Schur) ,  wenn alle 
Differenzen i%,,,~ ~ 0 sindS). Wit zeigen, da$ fiir eine total monotone 
Folge die Grenzwerte 1,,, existieren und, bis auf l,~ ~ (), verschwinden. 

Setzen wit 

so erhs man aus der Rekursionsformel 

P t , t ,  p - .z  ==" / , t .~ , ,  2~ .o- .~ + 1 2 7  ~ m + .i , V -  " '  

dutch Multiplikation mit (~ + 1)! 

oder 

also 

Hiernaeh ist A~:~ 2> A~o+I,~ 2> 0 und es existier~ L m =,~ lim A~,,~, a!s~ 

auch 1,,, = L,,, -- L,,,_ ~ (l o = L 0); ierner ist hack der letzten F o ~  
- ~  1 ~'7 1 ~7~-~.2p+a.,~+~ konvergent, und wegen der Divergenz yon ~ 2+Y 

kazan demnach lim i~+i,~+1 == lm+ x nicht + 0 sein. 

Sodann zeigen wir, daft eine reelle Folge 1%: die der Bedingung (~) 
geni~gt, Differenz zwe~er total monoton~er 2olden eat. XermiJge der Re- 
kursionsformel der Differenzen hat man 

s) Nur fiir eine to~al monotone Folge mi~ /z o = 1 s~ellen die Gleiohungen (18) 
elne ~ a r e  ,Mi~dbil,dung im eigentliehen Sinne dan 
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(speziel! fiir m = n =~ 0: M o ~ M~ ~ M,~ ~ . . . .  so da~ die Forderung (a) 
dutch die der Konvergenz M~--~M ersetzt werden kann). Die Folge 
dieser GrS~en ist besehriinkt, da 

~, m + h  /]ffm+~,'~+v-i*ls163 M'  
h=0 h=o 

hat also einen Grenzwer~ ~ , ~ ;  ersichtlich ist 

und daher sind die z,,,,~ die Differenzen der Gr~/~en ~,,,o .... ~,,: 

Wegen %,,.,~ ~ 1/%~.,~ ] ~ • ~ sind die Folgen 

total monoton und if,,, ~.= %, -- #,,, Differenz total monotoner Folgen. Bei- 
lgufig stud dies die ,,kleinsten" total.monotonen Folgen, als deren Differenz 
/ ~  dars~ellbar ist, d. h. man erh~ilt jede andere Darstellung, indem man 
era, fl~ um eine und dieselbe, willkiirliehe, total monotone Folge verme'h~. 

Endlich ist be[ jeder komplexen Folge ff,~, die der B e d i n ~  (~) 
geniigt, sowohl Realteil als Imagin~irteil Differenz total monotoner Folgen, 
und dennutch existieren die Grenzwerte l~ mix 1,~+~ = 0. 

Damit sind die Behauptungen am Sehlusse yon w 2 bewiesen; man 
sieht iibrigens unmittelbar, da~ die bloke Verwandlung des Anfangsgliedes 
#o in / % - - l  o aus der C-Folge eine reine G-Folge maeht. Und wit 
kSnnen als Ergebnis der bisherigen Untersuchungen ausspreohen: 

Satz  I. Damit if** eine C-Fol~e set, ist not'we~lig und hinreich~,  
daft 

m==O 

~ei; mi~ ~o ~= lim/~o,, is~ dann Po -- lo, ff~ , ff~, . . .  dne reine G-_Forge. 

w 
Wit zeigee zun~ehst, da~ za den bier b e t ~ e t e n  Beziehungen 

A ~ 2 a  oher B~=ffb die, Oes~rosche und HSlders~he ~ te lb i ldung  

+ ,  . 

~) Dies ist, soviel ieh weiB, nur in tier (nach Abfass~ng ,cler vorliejgenden Arbeit 
durch i~eundliehe Mi~eflu~g des H~na L Schur z~ metne~ ~nntnis  gelang~en) 
Abha~dlung bem erk~ worden: W, A, Hurws a~d L. L, 'Silverman~ On the con~ 
siS~noy and equivMenoe of o~a~n d,~i~o~s 6f su~s~b~ty, Tr~saot. Amer. Math. 

:~aVhe~iach~ ~ l ~ r t f t ,  IX. 6 
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Wit definieren die Matrix S ~ (Summenmat,rix der Ordnung e) in der 
Schreibweise (3) dutch 

= a ,  + T av-~ § ........ i : ~ - - ~ - ~  - F . - -  + ........... i:SU~U":~ .................. %,  
so dab formal 

wo ( i -  x) -~ die Binomialreihe bedeute~; daraus folg~ 

S ~ S z = S~+/~. 

Hiefm k a n n a  beliebig (auch komplex) sein. Nehmen wir abet ~ yon 

- -  1 , -  2 , -  3 , . . .  ve~schieden an, so dab [ ( 0 ) ~ 1  zu setzen] ~ 

---~ ' 1 , 2 ,  . ' . . . n  ........... 

f i i r n  = 0, 1, 2, . . .  yon Null versohisden ist, so kSnnen wir eine Matrix C~, 
d~e Ces~rosche Matrix der Ordntmg ~, dutch 

A ~ C~a, 

= = ( S ~  : . , 

erkl~rea. Wit belmup~en, daft dies mit 

identisch ist; d. h. also: bedeu~et c~ die Diagonalmatrix mit  dem all- (~ 
gemeinen Oliede 1 : , so ist C~ = e~S ~ = ~c~Q. 

Nehmen wit zum Beweise r positN an und benutzen die erzeugenclea 
Funktionen (12). Es ist 

1 

o 

8oo., 1S (1917), S. 1-20. Dml3 es aioh~,l~ufiger gesohehen i~,  dfi~f~o a~ dex ve~, 
brei~eten Gewokaheit liegea, in tier De ~fi~tfon (15) tier Oes~ro~ohea~ M.R~I dea 

Divisor ( "  ~ ~) durch den ( ffir . --~- oo) ~q~wlen~n (. + 1 )'~:/~ (~ + i) zu 

setzen, ~lso an Stelle der ,,nattirlichen ~ Ces&roschen M~rix  r die .modifizier~e ~ 

zu be~mcMen, wo J~= die Di~gona~n~tri~ mit dora ~l igemei=~ G]iede 



S u m m a t i o n s r a e L h o d e n  und M o m e n t f o l g e n .  I, 8 3  

also 1 

t 

= a J t ' ( u x  ) ( 1 -  u x ) - " ( 1 - -  u . ) " - ldu  
o 

.... : frI l 
o 

also mit~els der Eulersohen Transformation 

(1 - -  x ) ( 1 - -  y) =" (1- -  ~ ) ( 1 - -  r/) ~ 1: 

o (I -~ ) "  
y i 

. . . . .  , fg<,)(1 ~3"-' 
o 0 

also 
1, 

I->  o>oi. 
g ~  

o 

DamiI isI (16) fi.r ~ >  0 bewi(~e4, gilt abet allg(~mda f i r  ~ # -- I ,  -- 2 . . . .  , 
da beide Seiten rstionalo Funktionen yon a und in dora angegebenen Go. 
bier regular sin& Wit wolten uus tibrigens, vzie iib!iok, auf Cesirosr 
Mittelbildung yon reeller Ordnung r > -- 1 besehridken. 

Die Bildung des arithmetisohen ~Iittels entsprieht der Matrix C~ -~ C, 
die wit such ~hiC H bezdchnen wollen, und liefert fiir die Differenzeafolge~ 

~ ,=K:  (~+i). 
Die wiederholte, Hfilderache MCttdbildung gibt fiir die ~ia~r'r~ H ~ 
(k ~ I, 2 , . . . )  die Bcziehung 

a~=~b,,: (n + 1)L 
wonaeh es sich yon selbst gebietet, sic ftir j~de beliebige (suds komplexe) 
0rdnung a d~ch  

( i s )  2 .  = b.: (n + i)  ~ 

zu defmieren. Die zugehSrige Matrix H ~ hat, wie 8 ~ (abet nicht C~), 
die Eigenschaft 

Spezioli fiir a ;> 0 k6nnel~ wit armlog zu (17).den Multiplikator dutch 
e~n Integral ausdriieken and schreiben 
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(19) ~,~.:~ b~'-F(j)" e-I~+~l~x~-~dx 
o 

i 

= b . . T (  d u  > 0). 
0 

Wir beschrs uns auf t ISldersche Mittelbildung reeller Ordnung. 

Da H de~ Multiplikatoren~oIge 1, ~ ~, �89 . . . .  mi~ paarweise verschiedenen 
Gliede~n entsprich~,' so kSnnen wit, nach der Bemerkung am Ende yon 
w 1, unsere Matrizen ~ = ~#~ als die mit H verta~?chbazen Matrizen 
definie~en~). Bemerken wit noch mit Herrn 1~. Schur,  dal~ die Funktional- 
glei~hung H (a) H (~) = H (r fl) m it d er Anfangsbedingung H ( 1 )  =~ H -  
die Matrix H (r eindeutig bestimmt, wenn man sie (n~irnlich jedes ihrer 
~l:emeitte) als reelle stetige Funktion der reellen Variablen ~ voraussetzt. 
Denn H ( a )  ist mit H vertausehbar, also H(~)== ~# (a)e ,  gebildet mit 
einer Diagonalmatrix/~ (~), ffir deren Elemente sich/~ (c~) t~,, (fl) ~"/~, (a ~-/~) 
mit ~ (1) = 1 : (n -}- 1), also bekanntlich t~,, (~) =~ 1 : (n  -~- 1 )'~ ergibt, d.h. 
H( r  ist unser H% Entspreohendes gilt beils auch von 8 ~. 

w 

.Dem Fingerzeige folgend, den die Integraldarstellungen (17), (19) 
gs biider~ wit mit einer Fumktion Z (u), die im Intervall 0 ~ u ~ 1 
yon ' b e ~ h r ~ t e r  Sehwankung ist, die St ie l t jessehen Integrale 

i 
(20) , , ,  = f ,dz(u) =: o, 1, . . . .  ) 

0 

und nennen dies eine Mo~nent[olge. Wi~ werden erkennen, dab C-JYolgen 
ltnd Momentfolgen identisch dad. Einstweilen genfig~ uns die eine I~lfte 
dieser Behauptung: 

Satz  H. Jede 2Iame~t/olg6 i~t eine C-2otge~ dan'~ und nut dann, 
wenn g(u)  an dar Stelle u .... 0 st:etig ist, i~t sie eine ~,eine C-~olg~. 

~) AIs solche werden sie yon H u r w i t z  und S i l v e r m a n  (lee. cir. ~)) bel~ndel~ 
und in der Form 2 = ~ (H) dargestell~, die defini~ivl~sgemi~ll (ira Einklang mit~ dem 

Spezialfal! eines Polynoms ~ (x)) der hlultiplik~torenfolge ~ ~ ~ ~ : ~ f  entsprioht; 

(x) wird dabei f[ir x = 0 als regul~ir angenomr~en. Abet ger~de diese Ann~hrne 
ist zu eng (sic I~ItC z. B. Ces~rosehe und~ HSldersel~e Matrizen nur yea gaaz- 
zahls zu) uncl d~s I-I~up~ergebnis' der Verf, d~B ein~ ,~fi~ ~fw--~.[~.  
?eg~l~re Funktion ~ (~) eine reine O-Matrix ~ (/iF) liefev~, ha~, nut hinreich'e~,~l~, 
ni~t~ n o ~ g e n  Ch~rakter. 
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Da die Differenz yon gwei (reinen)C-Folgen eine (reine)•  
ist, so geniig~ es, Z (u) als monoton zunehmend vorauszusetzen. Dan~ 
ist aber 

t 

f t . , .  = f u ~ ( 1  - % " d Z ( u ) > =  O, 
o 

die Folge / ~  ist total monoton und (~) ist wegen (14.) yon selbst erfiillt. 
Start der Zusatzbehauptung kSnnen wir ohne mehr ~Iiihe gleich die Er- 
fiillung s~imtlicher Bedingungen (fl) beweisen. Es ist im ganzen Intervall 

0 0 

o 

also ~iir p ..... oo 

uncl fiir 8--~ O, ~alls Z(~t)all clef Stelle .=0 stet!g is~;: lira (t)/J~,.-.=O; 

die Bedingungen (fl) sind mit [o =" l~ ....... 0 erfiillt, #. bildet eiae 
reine C-Folge. 

Fiir eine Unstetigkeit an der Stelle u = 0 ist der einfachs~e Fall, 
dal~ Z(u) dort den Sprung 1 macht und sons~ konstant ist; dem ent- 
spricht die MomenCfolge 

fro ...... 1, IZ~ .... /% . . . . .  O, 

flit die sich A~ .... a o ergibt, also eine C-Folge, aber keine r~ine. Im all- 
gemeinen Fall, wena Z (u) an tier Stelle u = 0 den Sprung Z (no 0) - Z (0) = Zo 
macht, kSnnen wir g (u )  auffassen als Summe einer bei u ~ 0 stetig6n 
Funktion und einer solchen, die bei u ='--0 den Sprung ;% maoht und 
sons~ konst.ant ist, also ist /z, eine C-Folge und 

eLne roine O-Folge. Beil/iufig ~olgt daraus. Xo = lira fro..- 

Aus Satz I fQlgt unmi~elbar, cla/S auoh cl~ Di~erenzen i~ = fro, 
einer ~ eine O-Folge bilden; die Bedingung einer reinen O-Folge 
i~ ist bier lira io , ,  = lira ft, = 0, bei Momeutfolgen also die Stetigkeit yon 
Z (u) an der Stelle u ,-= 1. Ira allgomeinen Fall ist Z (1) -- Z (1 -- 0) = lira #~ 
der Sprung an der Stelle u = 1~ 
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Lg~t man Z (u) an der Stelle 0. (0 < 0' < 1) einen Sprung maehen 
und sonst konstant sein, so erhiilt man die reine C-Folge 

(21) ~ .  = 0".  

Priifen wit i ~e  Stg~ke, au~ die wit noeh zudiekkommen (w 7), an der 
Folge a,, = z% die fiir I z I <  1 naeh 0 konvergiert. Es wird hier 

lo 

~ = 0  

und dies konvergiert naeh 0, falls (z  = x + i y)  

]1-- 0 + ~z]~= 1-- 20,(1-- x) + 0":[(1-- x) '~+ y~] ,: 1, 

eine Bedingung, die man daan und nur dann dutch geeignetes 0 < 0 <  1 
e ~ I l e n  kann, fMls 1 - - x >  0. Fiir jeden Weft ~ in der Halbebene 
!Rs < 1  kann also die Folge z m dutch eine Multiplikatorenfolge (21) mit 
hinreichend kleinem ~$ zur Konvergenz naeh 0 gebraeht werden. Man 
bemerke, da~ der Borelsehe Grenzwert 

lira e - t z" ~'i 

ebenfalls fib ~ z  < ] ,  der Abelsche 

t 7~Z~*t n 

n u t  flit l z] s 1 existiert. 

l~iir I zi ~_ 1, z=~ 1 wird iibrigens die Folge z'* dutch jede noch so 
schwache Moment~olge, die einer bei u == 0 und u = 1 stetigen Funktion 
:~(u) entspdeht, z ~  Konvea'genz naeh 0 gebraeht. Es geniigt, [z I .... 1, 
z----e ~' (9 kein Vielfaehes yon 2z)  anzunehmen; dann wit4 

1 

A~,= f (1- ~ +ue'~)" gz(~):, 
0 

I 1 - u + ue"p I ' =  1 - ~u(l - ~ ) s i n '  ~:~ 2 
und bei Zerlegung des Integrals (0 < 3 < ~ and g(u)  monoton zunehmend 
gedaeht) 

_ - - a z ( u )  + d z ( ~ ) ,  

O ~ l--~ 

woraus wie oben 

lim[A~] s  -- g (0)  + Z(!) -- 2(1 -- O) 

mid aui Grund der Stetigkeitsannahme A~--~ 0 folgt. 
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Beschr~nken wit uns des weiteren auf den Fall, da~ ;~(u) flit 
0 ~ u ~ 1 stetig ist und flit 0 < u < 1 eine stetige Ableitung ~ (u) hat, 
also auf reine C-Folgen der Gestalt 

1 

0 
i 

mit Existenz 4es eventuell uneigentlichen Integrals f I ~ ( u ) ] g ~ ,  oder ~ 
(u - e -~, r  u ~ ( u ) )  o 

0 

mit stetigem r  x > 0 und Existenz yon f l~(x)ldx.  ~ans ieh t  
0 

unmi~telbar, dab auch mehrfaehe Integrale wie 
i l  

0 0 
(24)  ~ 

f f 
0 0 O 0  

worin O(x,y) 'iiir x, y>:O stetig und / f i e ( x ,  y)Idxdy exisfie~e,d 
0 0 

angenommen ist, reine C-Folgea liefer~l (auch ohne Z u r i i c l d ~ g  auf 
einfache Integrale). 

Be i sp ie le .  Die An~ahme 

qJ (u) = 2"(~)r(~) 

gibt nach (22) die normierte G-:Folge 

Diese ~ultiplikatorenfolge entspricht nach (16) der Matrix ~) 

2 =-~ 0.+#_~ :O#_~, 

die also eine normierte C-Matrix ist; d .h.  mit einem Ces~roschen Mittel 
der Ordnung :> --1 konvergiert jedes Mittel hSherer Ordnung und zwar 

~ l a o t l  

mit n naoh oo uncl ist also keine @-Folge, da eine solche wegen (a) 

beschr~aakt sein mul~) und daher C,,+~_~ ~tdrl~er als @~_~.. jeden~alls 

~) Wegen der Vertauschbarkeit atler unserer l~a.trizen kiinnen wit Matrizen- 
quotienten mit Doppelpunkt oder Bruchstrich schreiben. Aus demselben Grunde 
diirfen hter /~quivmlenzen multipliziert werden (w 1), wobei aus reinen (normierten) 
Aquivalenzen wieder solche ents~ehen. 
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Fiir a = 1 erh~lt man speziell die C-Folge 

und die normierte C~Matrix 

deren zugehSrige lineare Substitution A = F z a iibrigens 

lautet, mit  den in umgekehrter Reihenfolge angeordneten Koeffizienten 
yon G~, Kombiniert man linear d i e s / ~  mit der Folge #,, == 1, die der 
Einheitsmatrix E entspricht, so erh~It man 

�9 , ] 

sls normlerte C-Folge, zuglelch abet auch .... , und das besagt T',~ ~_~/'B; 

die Matrizen r'~ (/~ > 0) sind allesamt norrn~rt ~iquivalent; insbesoude 

Die Annahme 
a / ] \ a - 1  

oder 

gibt 

als normierte G-Folge; ihr entspricht f~r fl = 1 die H 51 d e r sche ~at r ix  H~, 
~tir beliebiges fl die als a-re Potenz yon F z au~zufassende Matrix I~' .  
H ~ ist also st~irker ~ls die Einheitsmatrix und H a+~ starker als H ~' bei 
beliebigem y: mit einem Hglde~schen Mittel konvergiert jedes Mittel 
hSherer Ordnung naeh demselben Grenzwert. Das gleiche gilt yon. Y~. 

Die Relation F ~ F ~  oder G ~ : C , _ ~ H  l ~ t  sieh nun sehreiben 

(25) C~-1 r 

insbesondere (a ~ 1) 

d. h. 

:~iir k ~ l ,  2, 3 , . . .  

~ ~ H ~ 

Das ist der ~quivalenzsatz ~ler'Herren K n o p p  ~nd 
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Schnee;); die Einsehri~nkung auf ganzes k werden wir sogleich beseitigen. 
Uaserem Beweis liegt die J~quivalenz 

T,.,=I~:F,.~ E 
zugrunde; dieser Matrix T,  entspricht die O-Folge 

1',, = 1 q- ~- :(1 q- n) = 7 "~ d-  g+]7' 
und daher ist 

g 

genau die Matrix, die Herr I. Sehur 7) in seinem Beweise des J~quivalenz- 
satzes verwendet: ihre Rolle tritt dutch die Einfachheit der zugehSrigen 
Multiplikatoren bier besonders klar hervor. 

w 6. 

Wean in (28) r  flit x 2> 0 eine stetige Ableitung hat und auBer 

fflqS(x) tdx auch f ] ~ ' ( x ) [ d x  existiert, so ist auBer ~.  aueh n/~. eiae 
0 o 
reine C-Folge. 

Dean es existiert fC'(x)dx, also @(--~0) Und @(q-co); der 
o 

letztere Grenzwert muB wegen der Integrabilitgt yon qS(x) versehwinden. 
Aus (23) folgt dann durch partielle Integration 

o 

als Summe einer konstanten trod einer Momentfolge wie (23). 
Hiervon maehen wir ~olgende Anwendung. Bilden wit mit den Funk- 

tionen (a, fl 2> O) 

die Momente 
/~(n+~) 1 

Da nun ~(x) :x~-*  und g*(x):a# ~-* an 4er Stelle x = 0  regalitr sin4 
mit gleiehem kons~anten Olied, so sind dolt auoh 

una 

~) K. Knopp ,  Grenzwerte yon t~eihen bei Annghertmg an die Konvergenzgrenze, 
Diss. Berlin 1907, W. Sehnee ,  Die identitgt des Cesgroschen nnd HSlder~ohen 
Grenzwert~s, Math. Ann,  67 (1909), S. 110--125. W.B.  F o r d ,  On the relation be- 
tween the sum-formulas of H ~ l d e r  and CesAro, Amer. Joam. of Math., 82 (1910), 
S. 815-326. I. 8 e h u r , ' ~ b e r  glie ~quiv~leuz der Ces~rosehen und HSlderschen 
Mit~elwerte, ~r Ann,  74 (1'w S. 447-458. 
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regut~r, also ~ ' ( x )  --  ~ ' ( x )  bis nach x = 0 integrabel (die obere Grenze co 
bedaff keiner :ErSrt:erung). ttiernaeh bildet auger ~, ,  y~ auch n (q~ -- ~v) 
eine reine C-Folge, ebenso 

/ ' ( n + z + l )  (n _{_ 1)i-t~. 

Speziell flit a ~- fl = 1 (also 0 < a < 1) ist 

eine reine C-Folge; multipliziert man dies mit einer der reinen O-Folgen 

1: ( ~ + a )  oder (n-~- 1) -~, so ergibt sich 

nebst 1 als normierteC-Folge; die zugehSrige Matrix C, : H  ~ ist also der 
#, t  

Einheitsmatrix normiert ~quivalent oder 

(27) co 

Dies gilt zuni~ehst fiir 0 < a ~ 1, abet auf Grand yon (25) fiir jedes a > --1, 
womit der Xquivalenzsatz auch auf nieht ganzzahlige Ordnung ausgedehnt 
ist. Es folgt nochSj FOr a, fl, a ~ fl > - - i  

C=+Z~ H ~+/~ ~ H~' H/~ , ~  G~C z. 

Wenn in .(26) ~ ( ~  0) = 0 und auch noch /ir existiert, 

so ist auzh noeh n~/,t~ eine O-Folge. Wenn qS(x) fiJz x > 0 unbesehr~l~ 
differenzierbar ist, wenn ferner s~mtliche Ableitungen, r  selbst ein- 
geschlossen, yon 0 his oc absolat integrabel sind uad fiir x - ~  0 naeh 0 
konvergieren, so sind 

0 0 0 

siimtlieh Momentfolgen, d.h. die C-Folge /~, ist starker als alle Maltipli- 
katorenfolgen der t tSldersehen oder Ces~rosehen Skala. 

Solche Funktionen sind z. B. 
b 

~5 (x) = e ~ x ~'-~ (a > 0, b > 0, ~ beliebig), 
b 

= e- -x ( b > 0 ,  
s) Mit der Formel Ca C# ~ Ca+# fiir ,natiirliehe" Cr M~rizen ver- 

wand~, abet nicht identisch ist die fiir .modifizierte" (s. Fui~n0te ~)) G~ ~ ~ GX~r 
die als Spezialfall in einem yon Herrn G. Faber, ~ber die HSlderschen und 
Ceshroschen Grenzwerte, Miinch. Ak. Bet. 1913, S. 519--531, bewiesenen allgemeinen 
Grenzwertsatz enthalten ist. 
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Speziell erh~ilt man aus 

c~ b 

e ~x-~'dx~;~Yz~e-"~(ab)~b-~ ( a ~ O ,  b ~ O ) ,  
o 

indem man a ~dureh n ~ - a  ersetzt, nine reine C-Folge der Gestalt 
1 

(28) , . , ,  ::. e--~,,+,," (A > 0, a ~ O), 

die starker ist als nile HSlderschen C-Folgen. 

In ~hnlieher Weise kann man mehrfache Iategrale ~) veto Tyl0us 

f f  e y~'-~ dx dy 
o o  

behandeln (~ -- ~, # - -~  ganzzahlig) and finder so die reinen C-Folgen 

(29) ff,~:= e -2t(€ (A > 0, a 5> 0, 0 < ~ .< 1, g rational), 

worin speziell flit r  ~, ~ , . . .  aueh a~:: 0 sein daft; wit werden dieses 
diifftige Resultat in w 9 vervollstgndigen. 

w  

Hier ist der Oft, auf die Tatsache hinzuweisen, dab keineswegs, wie 
man aus der HSlderschen Skala schliei~en kSnnte, das infinit~re Verhalten 
aer Multiplikatoren ff~ fiJx ihre Wirksamkeit oder Rangordnung als C-Folgen 
ma/~gebend ist; nine zu starke Konvergenz yon ft, nach 0 kann diese Wirk- 
samkeit beeintriicht!gen oder auiheben, ofienbar weft dann A~ iiberwiegend 
yon den Anfangsgliedern der Folge a,, abh~ngt. Als ~Beispiel betraehten 
wir die drei Scharen yon G-Folgen (vg]. (21), (28)) 

e-~log{,+l),=(n.~_l)-" e-/~n~, e - ~  ..... ~9 ~ 

(~, fl, r > 0, 0 < # < 1 ) ,  

deren Matrizen H ~, J[J, K ~' bellmen mSgen. Wiihrend nun stets H ~ <  JZ 

ist und dem infinit~en Verhalten nach aueh JZ<:  K ~' zu erwar~en w~re, 
ist in Wahrheit nicht einmal He" <: ~ ' ,  sonaern K ~ mit H ~ und j z  stets 
unvergleivhbwr. 

Dean zuniichst kann nizht K r ~ H  sein. In diesem Fall wiire 

0) j .  L iouv i l l e ,  D$~emination des wleurs d'une elasse remarquable d'int~- 
graaes d~finies multiples, Jeurn. de Math. (2), 1 (1856), S. 82-88. 
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eine C-Folge, also 

Nach (e~) miiBte 

~ = 0  

besehr~nkt sein, ws nach bekannten Abschs dev Wahrschein- 
lickkeitsrechnung 

Es ist auch rriemals K r :> " ~,~ H , dean dutch Erhebung in eine hinl/~nglich 
h o h e  Potenz w/irde man K ~ r ~ H ~  > H erhal~en. Wegen j z >  H~ ist 
auch nieht K ~ >~ J <  

Andererseits ist natfirlich auch nicht r < K ~ j Z  denn e-Mg+r~ ist 
gewi~, da es mit n nach ec divergiert, keine C-Folge. Um so weniger 
ist K r < ~ K r H~ j z  ~,~H . Dahe~ ist mit und mit unvergleichbar. 

W~hrend bier #* noeh wenigstens eine C-Folge war, kann diese Eigen- 
sehAt bei nooh starkerem Verschwinden yon lira/z~ auch ganz verloren 
gehen. Wit wollen z.B. zeigen, dai] 1 : n! keine G-Folge ist. 

A~s (10) erhalt man 

/z  ~ ,  = e - ~ Z # o , ,  n! 

und dutch ErhShung der Indizes um ~n 
~a  g n  

(-- I )'* qo (~') (z) -~-Z (-- 1 )~ ~m+~ ~T ~'= e'zZF~, nhT, 
n 

:= /..,,. im.~:.-~ii 

x(:) " 

~st n~n , .  eine O-~o~ge, so ,s~ nao~ (r ~m ( ~  , , . , _ , . - .  i,,, una es 
im ~I ' 

muB dana aueh der Borelsehe Grenzwe~'t dieser Folge, d .h .  der Limes 
der reehten Seite yon (30) fiir z--~c~ oder 

l i m z ~ c p ( ' n ) ( z ) = (  - 1)'n~n!/,~ (m == O, 1, 2 .... ) 
Z - ~ a o  

existieren. Da dies z.B. tiir '  

n !  

#-= (~.+i):' ~ (") = -~)- 
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nicht zutrifit, so b{lclen diese #,, keine C-Fo]gen. Ander.erseits sind 4 -'~ 
( ,~-~)  ~ 4",,, ~ 1 

und 1 : == (~Ti-+i+}+i C-Folgen, und mit d7 mfiBte auch das Produkt 
1 n! eine C-Folge sein, demnach ist auch ~, keine. dieser drei, also (2n++.i~-7 

Fiir die Momentfolge (20) einer monotonen Funktion Z(u) erhalt 
man ( 0 -f. ~} .< 1 ) 

#, ,>  (ix(z) z(',>)] `+' 
so daB, wenn Z (u) im IntervalI ~+ ~ u .~ 1 nioht konstant ist, /.% nicht 
stiirker a]s ',7 ~ naoh 0 konvergieren kann. Der Konvergenzradius yon 

. ~ / , ~  x" ist dann gewiB ~ 1 : '~9., und diese Reihe kann mu" dann dne ganze 
Funktion sdn, wenn Z(u)  flit 0 < < u ~  1 konstant ist, also alle /*, bis 
auf hSchstens 1++o versohwinden. 

w 

Mittels geeigneter Momentfolgen kSnnen wit die HSIdersche Skala 
zu dner logarithmischen Skala yon bekanntem Bau ausfiitlen, bei der 
auch, im Gegensatz zu dem in w 7 Gesagten, die Rangordnung der Multipli- 
katorcnfolgen als C-Folgen genau mit ihrer infinitgren Rangordnung iiber- 
einstimmt. 

Es bedeute ll+ den iteriei:ten Logarithmus and 

r .... O~ e I :++:1, e , a ~ r  ek+.l=:=e %, 

so da6 l~a flit a 7~ ek-~ reell, fii~ a >  e~ posi t ivist .  Man hat iiir 
a > O ,  y >, (): 

o 
fiir a > l ,  z > O :  

yZ--I  ff Xy--1 

0 0 

flit a >  e , . u >  0: 

f e  + ~ 
J l a x  ....... e-~,,+ . [Z~a] -''+ ..+= e,--r,,++ (88) z ? iu) jdyx+( , )3 , , ,  v(v) 

U O . 

usL Ersetzt man a dutch n-~-a ,  so sin4 also nach (24) 

[nq-a] -~, [l(n~}-a)]-', [l~(n+a)] -u,...,[l~(n+a)] -~.  

reine O-Folgen (die letz~e fiir y~ > 0, a > ek), denn aus der Existenz der 
iterierten Integ~ale folgt, da de= Integrand positiv ist, die Existerm der 
betreffenden mehrfachen Integrale. 
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Multipliziert man (31) mit F ( y )  uncl differenziert nach y, so kommt 

0 

woraus, mi~ Ersetzung yon a dutch n - F  a, folgt, dal3 aueh 

In ~- a ] -"  l (n + a) 

fiir a > 0, y > 0 eine G-Folge ist. Dutch Erhebung in eine ganze Potenz 
und Multiplikation mi~ [l(n + a)] -~ (z > 0) e~gibt sieh, da~ 

[~ + a] -~ [~(~ + a)] -~ 

fiir a > 1, y > 0 und beliebiges z eine C-Folge ist. Operie~t man ebenso 
an (32), so ergibt sieh 

[z (n + ~)]- '  [l~ (~ + ~)l -~ 
ffir a > e, z > 0 und beliebiges u als C-Folge; sodann ist fiir a > e, 
y > 0, beliebiges z und u 

[~ + a] -~ [z(~ + a)] -~ [(, (~ + a)]-"  

---- (n -+ a)- "  [ l  (n -+- a)] - '+I -  [ l  (n + a)] - I  [ l  2 (n -.~- a)] -u 

eine C-Folge. So forffahrend erh~ilt man 

(34) [n § a] -u [ l (n + a ) ] - " . . .  [~,o (n § a)J -u~ 
als reine O-Folge, falls a > e~ and der erste nicht verschwindende der 
Exl~176 Y, Yl , - ' - ,  yk positiv ist. 

Ferner folgt aus (31) fiir a, b, y > 0 

J " x y e - ~ a ~ e  - ~ b  a - Y _ b - y  
d x r (--f-4-T ) �9 u 

0 

und diese Formel gilt auch noch fiir y : > -  1 (y ~= 0). Verwandelt man 
y in - - y  und nimmt dann 0 < y < l ,  so ergibt sich also ( a , b  durch 
n -+- a, n -~- b ersetz~) 

(n + b) ~ -  (~ + a) ~ 

und nach Multiplikation mit (n q-b) -u auch 

( n +  a )U: (n+b)  u 

als G-Folge, zun~ichst flit 0 < y < 1, dureh Po~enzierung flit y > 0  uncl 
durch Vertauschung yon a, b flit jedes y. Genau ebenso zeigt sich 

[lk(n + a)] u~ : [l~(n q- b) ]U~ 

fiir a, b > e~ und beliebiges Yk als G-Folge, womit wir statt ('34) die 
allgemeinere reine C-Folge 
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(35) ~p~:= [n-~a]-~[ l (n-Fa~)]-~ . . .  [lk(n +a~)] - ~  

erhalten, falls a ;- 0, a z ~ 1 , . . . ,  a~ > e~ und der erste nicht ve~sehwindende 
der Exponenten y, yx, . . . ,  y~ positivist.  Ist 

,~,,~--= In + b]-Z [ / (n  ~- b~)]-z~... [l~(n -F b~)] -z~' 

ein zweiter Ansdruek dieser Form (die Faktorenzahl kann in beiden gleich 

(~'~ abet keine) falls die angenommen werden), so ist ~//-'~, eine C-Folge v,~ 

erste nicht verschwindende der Differenzen z - - y ,  z ~ -  y~ , . . . ,  z~--yk 

positiv ist, w~hrend bei Gleichheit aller Exponenten sowohl ~'~ w[e m~ 

C-Folgen sind. D.h.  die Rangordnung der ~,, als C-Folgen ist dieselbe 
wie die ihres infinit~iren Verhaltens. 

w 
Jede total monotone Folge (/~,~.,,~ 0) ist eine C-Folge, da hier (~) 

wegen (14) erfiillt ist. Um total monotone Folgen zu erhalten, verstehen 
wit unter ,u(t) eine ffir $ ~ 0 stetige, fiir t > 0 unbesehr&nkt dii~erenzier- 
bare Yunktion mit 

(86) 
und setzen 

(37)  

da bekanntlich (n ~_ 1) 

#,.,,, = ( -  1)'~#(*~ (t) 

( ~ =  0, 1, 2 , . . . )  

(t ein Wert zwischen m u n d  m ~ n ) ,  so ist tt~ total monoton. Wit 
kommen auf diese ,,total monotonen" Funktionen /~ (t) am Ende yon w 10 
zurfick und werden d~nn aueh zeigen, dal~ wegen der hier vorausgesetzten 
Stetigkeit b e i t  ~ 0 die Folge (37) eine reine G-Folge ist. 

Die Bedingung (36) ist erffillt, wenn wJr setzen 

(3s) z(t)=e~ ~, ( - 1 ) ~ ( t ) ~ o  (~=1,2,3 . . . .  ), 

wie aus 

~,=e~e,, ~",=e~(e"§ /~,,,=e~(e','§ 
hervorgeht, Wit geben zwei Beispiele: das eine liefert einen neuen Beweis 
des ~quiva]enzsatzes, clas andere eine Vervollst~indigung unserer Ergebnisse 
fiber Exponentialfolgen (w 6). 

Ffir 

(A) ~ ( t ) ~ l o g r ( ~ + t ) - l o g r ( p + t ) + ( P - r  ( ~ , p > 0 )  
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ist 
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v' (#+t) v' (~+~) # - ~  
- ~ '  ( ~ ) =  r i ~ ~ - ~  - rc-~=~t7 ~ -  ~ 7 ~  

~ = 0  

( -  1)" ~)( t ) :  (~ - 1)~ = ~ [(~ + ~ + t)-" - (m + # + t ) -"]  -- (# -- ~)(1 + t)-".  

Da die zweite kblei tung yon $-n (t ?. 0)posit iv,  diese Funktion naeh 
oben konkav ist, gilt fiir 0 ~ r <:/9 < y 

# - " p  i <o, 
7 - "  7 1 ,  

insbesondere fiir Z = a q- 1, also 0 .< ~ -- ~ .:: 1 

und hierin kann man die Argumente ~, fl um ru-+-t vermehren. Daher 

( - -  1 )"~(" '( t)  : (rb-- 1)! (/9 -- ~) .:', ~ ' ~ [ ( m  + ~ + t ) - " - -  ( m q - 1  -,~-c~ + *)""] --  ( 1 ~  t)-" 

= (~ + t ) - "  - -  ( I  -+,. , ) -"  

und dies ist :> 0, falls r < I angenommen wird. Mit Einsehlie~ung der 
trivialen Grenzfiille haben wit also fiir 

o < ~ < i ,  o _ / # - ~ < !  
( - 1 ) ~ e/~) ( t )  > 0 una  es ist 

r(~+,~) 1)#_,, 

oder nach Anbringung eines positiven Faktors 

eine total monotone Folge, C#_ , : C~_~ H z-~ oder 

O~+,_~ : O~_~ H ~ ( 0 < ~ s  0 s 1 6 3  

eine reine C-Matrix. 8peziell (fiir a = 1 oder ~, == 1 -  r sind 

C~.H , I-l~'-~:C~_~ ( 0 < ~ 1 ;  

C-Matrizen~~ in Ve~bindung mit (25)~ folgt daraus, dab C=:H '~ und 
H = :O~ fiir r > -- 1 (normierte) O-Matrizen sir, d, also (7~,"~H ~. 

,o) DaB diesen total monotone Multiplikatorenfolgen entspreehen, k~rm man 
nach einer brieflichen Mii~eilung yon Herrn I. Schur nooh element~rer b~weisen. 
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(B) 

Fiir 

( A > 0 ,  a > O ,  O < e < l )  

(--1)"~,r .... ~ ) ( 2 - ~ ) . . . ( ~  ...... 1 - - ~ ) ( t + a )  ~-~ 

( ( ~ - ~ )  (t 4 a) "-~ =,~ A aT(1Z.r : ".'~- 0, 

also ist die Exponential/olge 

(39) .e -a(n~'a)" (A > 0 ,  a : > 0 ,  0 < r  

total monoton. Priifen wit fe:rner 

0( t ' t "  - - A ( t + a )  ~ + B ( t - b b )  ~ 

und nehmea alsbald 

(40) A : + 0 ,  B ; + o ,  0 s  0 < f l < ~ < l  

an, so wird 
/'(n.+~) Ao: 1'(n-3) Bfl 

(,+ l)"~.,(.)(t) / ,~j: .~) (t+a.).-,,--~+(]"72~) ( i+b) . -e  

and (38) verlangt, dug 

B ,~ = 1/1 +3} .('(~-~) (t+i-b) "-/r 

fiir n~ 1 ,2 , : t  . . . .  and t : + 0 .  Der Quotient ( t q - b y  - t : ( $ + a )  '~-~ ist 
fiir* ;= ....... a positiv and clivergiert nach oo fiir t - * -  a und t -+oo;  sein 
Minimum fib: t > .... a ist 

:r (n_~)~ -;~ 

and unsere Bedingung ist Mso gewi/~ erfiillt, wenn f i i r n  = 1, 2, 3, .+. 

B :A (b -, a) "-I~ ~ fl, P'(I :&)' (o~ ~ b') ~-t~ L(n2D). (~-~~i g:/< 

Hier hat der Ausdruck rechts f i i r n - +  oo einen posi~iven Grenzwert, die 
rechte Seite der folgenden Ungleichung, und daher flit n == 1, 2, 3 . . . .  
eine positive untere Grenze 

c,,,z < o: z"(t ,-Z) ( e /'+-P 
+~ B [ '(iL-d) t,,~+-:+~'+; " 

J)emnach is+. 

uaCer den Beclingungen (40) and 

(+1) B s A (b - ~)+-P ~<<,,~ 

Mathematische Zelt~ehrfft, IX, 7 
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eine total monotone Folge, d. h. yon den Exponentialfolgen 

e-.t(n+a)a e-ll(n+b)fl 
die erstere die st~rkere; dabei mul~ also, bei Festhaltung der iibrigen 
Parameter, b oder A fiber einer gewissen unteren Grenze liegen, and da 
co, Z flit a---~ 1 naeh 0 konvergiert, so riickt diese Grenze bei Ann~herung 
yon a an I ins Unenclliehe. Allerdings sind unsere jetzigen Bedingungen 
nut hinreiehend, nicht notwendig; immerhin erhalten wit doch eine Be- 
stiitigung der uns schon bekannten Tatsache, dal~ die Exponentialfolge (3(~) 
flit a ~ 1 ihre Stiirke verliert. 

Khnlieh wie das letzte Beispiel (oder dutch Grenziibergang) ist 
e(t) = -- A (t -~- a)" @ g l o g  (t @ b) 

zu behandeln, wieder uater den Bedingungen (40) (die ]etzte dnrch 
0 <: ~ < 1 zu ersetzen); start (41) kommt 

Es ist also 

eine C-Folge, sobald bei Fixierung der fibrigen Parameter be ine  gewisse 
Grenze fibertrifft; da aber (n + c) ~ :(n + b) ~ bei beliebigen b, e > 0 eine 
O-Folge ist (w 8), ist jene Bedingung fiberfliissig. D.h.  die Exponential- 
folge (39) ist stiirker als alle O-Folgen (n . .~-b)  -~ , insbesondere als alle 
5Iultiplikatorenfolgen der HSldersehen Skala. 

w 10. 

Zum Absehhg dieser Untersachm~g beweisen wit noeh die Um- 
kehrang yon iI :  

Satz III. Jede  C-Folge  is t  eine Moment /o lge .  

D.h.  wean die Zahlen /z~ der Bedingang (@ genfigen, so ]assen sis 
sieh als die Momente (20) einer Funktion ;~ (d) darstellen, die fiir 0 ~ u K 1 
yon beschriinkter Schwankung ist; wit werden tiberdies sehen, da{~ Z(u') 
im wesentliehen eindeutig bestim'm~ ist. 

Zan~chst zeigen wit, dab ein im Intervall 0 ~ u ~ 1 positives Poly- 
nom f (u )  in der Form. 

(42) f ( u )=  X,~'a,.u"(1-u) ~'-" 
m=O 

mit positiven Koeffizienten a,~ dargestellt werden karm. 
Ist f (u)  linear, so hat man 

f ( u )  = Ct o ( I  - -  ~)  -~ a 1 U, 

we a o = f ( 0 )  und al = f(1) positiv sind. 
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Ist f ( u )  irreduzibel quadratiseh, 

f ( u ) = a + 2 f l u + T u  '~ (a , r ,  ~ 7 - - f l ~ >  0), 

so setze man mit noeh zu bestimmendem p ~ 2 
~9 

t'n~O 

\~(i>-l) " ~;,~-' (1 - u)  '>-~'~ "d" 2 [J 'u, t m --1 

~J 

P 

[ p ( ~  - 1 ) .  + 2 ~ ( p  - 1)8 + ~ ( ~ -  1 )r ] .  

Der Ausdruck in eckiger Klammer 

~ ( p  - l) ~ -t- ~n (2 p/s - 2p - r) + u ~  ' 

sell flit m ..... 0, 1, . . . ,  p positiv werden; wit kSnnen ihn sogar ffix jedes 
reelle m positiv machen, indem wit seine Determinaute 

= p'~ (<~;, - -  f )  -7- p ( 2 8 "  + t7;, - . 7 )  - -  �88 (2/~ + ~)'-> 

positiv machen, was flit hinl~nglich grebes P der Fall ist. 

Also gestatten lineare und irreduzibel quadratische Polynome die ge- 
wiinschte Darstellung, und durch NEultiplikation soleher ergibt sie sich fiir 
beliebige f (u ) .  

Wit beweisen III  nun zun~chst ffir total monotone Folgen #~ und 
sehlieBen dabei den trivialen Fall des Verschwirldens aller /z ,,  d.h. 
nach (14) das Verschw{nden von #o aus; es kSnnen dann aueh nieht alle 
Zahlen #o,v . . . .  , tz~,o einer Diagonale der NIatrix (i~,~.~) verschwinden. 

Ordnen wit jedem Polynom 

die Zahl 
M f :'= % I'~o -~- a~ I '~ "4" �9 �9 + % #,, 

zu, so hat diese lineage Funktionaloperation die Eigensehaft: wenn f (u )  
im Interval~ 0 ~ u ~ 1 Tosigv ist, so ist M f ~ O. Denn aus der Darstellung 
(42)  iolgt 

,p 

7* 
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( M r  == 0 wiirde das Verschwinden aller #,,, ~ .~, fiir m = 0, 1, . . . ,  ~ be- 
dingen). Wenn f (u)  im Intervall 0 ~ u ~ 1 nicht negativ ist, so ist 
M f ~  O. Denn ~ + f (u) ist dann positiv, bei beliebig kleinem s > 0,- 
also s/z o + M f > 0 und daher M f > 0. 

insbesondere sind fiir 

f(~') (xo+ x~'* + ' - "  + x,,'*")" '~ = , . .  + < , u  

die beiden Formen 
~t ~t 

o o 

tier reeUen Variablen Xo, . . . ,  x, fiir jedes n nicht negativ, lqehmen wit 
zun~ichst an, sie seien fiir jedes n definit positiv, so gibt es nach der 
St ie l t jesschen Kettenbruchtheorie 1~) gewii] eine LSsung des Moment- 
problems, d.h. eine flit u ~ 0 monotone (nicht abnehmende) Funktion 
2; (u) derart, dab 

~o 

o 

Hier ist aber gewiB Z(u) fiir u > 1 konstant; denn fiir 1 < a < f i ,  

t 

o 1 

0 a 

mit m -+ oo nach -- cc divergieren, w/ihrend t*m,,~ ~ 0 sein soil. Setzen 
wit also, unter eventueller, flit die Momente belangloser Abgnderung von 
z (u )  flit Sprungstellen, z ( 1 ) =  Z (1-~-0), so ist 

1 

o 

und, da es sich demgemgl] um ein endliches intervall handelt, so tri~ 
der S t ie l t j  essche Bestimmtheitsfall (Konvergenz des Kettenbruchs) ein" 
das Momentproblem 'hat, yon einer additiven Konstanten und yon den 
Sprungstellen abgesehen, nut dne LSsung 2: (u).  Man kann das so aus- 
driicken" setzen wir Z ( 0 ) =  0 und prgzisieren Z (u) Iiir 0 <: u <: 1 durch 

n) T. J. S t i e l t j e s ,  Recherches sur les fractions continues, Ann. Fac. Toulouse, 
8 (1894), S. 1-122; 9 (1895), S. 1-47. Vgl. auch 0. Perron,  Die Lehre yon den 
Kettenbriichen (Teubner, 1913), Kap. 9. in w 11 beweisen wir Satz Iii ohne Be- 
rufung auf die Stieltjessche Theorie. 
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die Forderung des arithmetischen Mittels 
1 z(u) = �89 - o) +~.z (u  + o), 

so ist Z (u) dutch die vorgeschriebeaen Momente eindeutig bestimmt fii~ 
0 ~ u ~ 1. Wir wollen auch im folgenden g (u) dutch irgendwelche 
Vorschriften eindeutig best immt nennen, wenn es durch diese Vorsehriften, 
sowie Z ( 0 ) =  0 und die Bedingung des arithmetisehen ~ittels eindeutig 
bestimmt ist. 

Den Fall, dal3 die quadratisehen Foemen Mf, Mg semidefinit werden 
kSnnen, kann man dutch Grenziibergang erledigen. Ersetzen wi t / , ,  dutch 

1 

,'*,, + ;:~-i ,'*,, + *  ~ (~ > o), 
0 

so ist M f  dutch 
1 

.alf + ~, f f (u )du  
0 

zu erse~zen, und wenn f ( u ) >  0 im Intervall 0 < u  ~ 1 ,  so wi~d dieser 
Aus&uck positiv, auBer wenn f ( u )  durchweg verschwindet; die zugehS~igen 
an Stelle yon (43) auftretenden quadratischen Formen werden also j e s t  
definit, and es gibt eine eindeutig bestimmte monotone Fanktion Z (u,  e) 
mit  

I 

& +  ~-~-f = ~"dz(u,  ~:). 
0 

Ist 0 < el < e, so schliel~en wit aus 

& + g:i: i § (4 ~ - (~);~:g-i = ~ , - +  ,~+1 

wieder wegen der Bestimmtheit  des Momentproblems auf 

z(~, a )+  ( 4 -  a)~ = , ( u ,  ~), 
d.h.  die Funktion 

h~ngt in Wahrheit yon e nicht ab und es ist 
1 

0 

hus de~ Monotonie yon g (u,  e ) =  Z (u) § ~u geht  fii~ ~ ~ 0 die yon 
Z(u) hervor. Also sind aueh in diesem Falle d i e / ,  die Momente einer 
eindeutig bestimmten monotonen Ftmktion Z (u),  di6 bier bekanntlich nut 
endlich vide Waehstumsstellen haben kann, d .  h. endlich vide 8priinge 
macht und sonst konstant ist. 
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Also: jede total monotone Folge #,~ ist Momentfoige einer eindeutig 
bestimmten monotonen Funktion Z (u). 

Eine reelle U-Folge te,~ ist (w 3) Dii~erenz total monotoner Folgen: 
te~== a , -  ft,; hier Sind die c~, fin Momente monotoner Funktionen c~(u), 
f l(u) und daher die #~ Momente einer Funktion Z ( u ) = a ( u ) - - f i ( u )  
yon besehr~nkter Schwankung. Wenn wit diese Funktionen wieder dutch 
Verschwinden an der Stelle u = 0 und dutch die Forderung des arith- 
metischen Mittels pr~z~sieren, so ist auch jetzt g (u) eindeutig bestimmt, 

a* fl* eine zweite Da~stellung, so ist die total monotone denn ist te. = ~-- 

Folge 

Momentfolge einer eindeutig bestimmten monotonen Funktion 

also Z ( u ) =  Z*(~). Den in w 3 angegebenen kleinsten total monotonen 
Folgen %, fl~ entsprechen oi~enba~ die kleinsten monotonen Funktionen 

~t 

a (u) ,  fl (u), wobei also a (u) "I" fl (u) = f ldx(u) l die totale Variation 
0 

von X(u) im Intervall [0, u] ist. 
Damit ist I I I  flit reelle U-Folgen bewiesen und iibertragt sieh un- 

mittelbar auf komplexe. U-Folgen und Momentfolgen sind identisch. 
Aus der Bestimmtheit des Momentproblems ziehen wit noch folgen- 

den SchluB. Es  ist stets, und zwar nut auf eine einzige Weise, mSglieh~ 
in eine gegebene C-Folge /to, t e l , ' "  solehe Zahlen tet, t t ] , . . ,  einzu- 
sehi~ben~ dab teo, te.~, #~,/~], . . .  eine U-Folge wird. Denn maeht man 
den Ansatz 

= o f ( v )  = o = 0 a z  ( u ) ,  

so ist Z(u),  und damit die te,~, bereits durch die lgomente te,, mit 
ganzen Indizes bestimmt, und andere~seits lidert dieser Ansatz wirklich 
eine C-Folge #~; nRmlich die Moment~olge der Fun~ion ,~p ( v ) =  g(v'z). 
Ebenso l ~ t  sich #~ flit alle ra~onalen positiven Indizes eindeutig derart 
interpolieren, da~ ~o, #t, tea.t, test, �9 .. fS~ rationales t :> 0 eine U-Folge ist. 

Nennen wit eine flit t :> 0 definierte, ffir t > 0 stetige Funktion # (t) 
eine (reine) C-Funktion,  speziell eine total ,nonotone ~unktion,  wenn 
fiir jedes rationale positive t die Folge te (0), te (t), te (2 t) . . . .  eine (reine) 
U-Folge, speziell" eine total monotone Folge ist, so folgt aus dem Gesagte~, 
da~ es zu einer U-Folge te, hSchstens eine einzige C-Funktion te(t) mit 
tt ( n ) =  ten geben kann. Andere~seits gibt es abex wirklich eine, nRmlieh 
die Moment]unktion 
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1 

( ~ 4 )  / ,  ( t )  . . . . . . .  
o 

wo )f (u) die Funktion mit den Momenten p. ist t~); denn offenbar ist/z (nt) 
sogar fiir jedes t ;> 0 eine C-Folge, und i~(t)ist Iiir t >  0 ~ieht nur 
stetig, sondern sogar nnbeschrgnkt differenzierbar (mehr noeh: fiir ~ t : >  0 
reguli~r) mit 

1 

o 

Einer monotonen Funktion Z(u)  entspricht eine total monotone 
Funlc~ion /z(.t) und umgekehrt. An der Ste]le t ~ : 0  maeht # ( t )  den- 
selben Sprung wie Z(u) an der Stelle u ..... 0: 

(4,~,) /~ (o) - - s ( +  o) = z ( +  o) - z(O ). 

Es geniigt,,,dihs Iiir monotones Z (u) zu zeigen. Fiir t > 0, 0 < 8 < 1 
folgt aus 

r 1, 

einerseits 

, .(0) /~(t) ~ (1 - -  <~ ' ) [Z(a) - -z (O): I ,  

andererseits 

. ( 0 ) - - / z ( t )  s IX('~)-- z(O)] + (1 -- ~ ' ) [ Z ( i ) - -  Z(~)]. 

LgBt man in der ersten Ungleiehung erst d, dann t naeh 0 konvergieren, 
in der zweiten nmgekehrt, so kommt 

/ ~ ( o )  .... / , ( + o ) _ ~  ~nd =<z(+o) - -z (O) .  

de nachdem Z ( -t- 0 ) -- Z (0) ~-= l o ...... lim/'o, ,~ versehwindet oder nieht, 
ist die Folge ~,~ rein oder unrein, and dies gilt offenbar zugleieh flit alle 
Folgen # ( n t ) ;  d.h.  wit habel~ eine reine oder unreine C-Funktion /~(t), 
mit lauter reinen oder lauter unreinen C-Folgen #(n t), je naehdem /z (t) 
an der Stelle t .... 0 ste~ig oder unstetig ist. Die in w 9 ~erweadeten 
t o t a l  monotonen Funktionen [e (t), die bei t = 0 stetig angenommen waren, 
sind reine C-Funktionen und.liefern reine C-Folgen t.e~- 

~) Die Reihe fiir # (t)  erh~lt man dureh Integration der gleiohm~Big konver- 
genten Binomialreihe (t) '(t)(1--ol u t = [ l - - ( l - - ~ ) ] t = l - -  1 .(l~-q- 2 "" 
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w 

Der Satz III  oder das Momentproblem fib ein endliches Intervall 
(das man ja linear a ~  das Intervall [0, 1] transformieren kann) lil]t sich 
auch ohne Beruflmg attf die etwas verwickelte Stiel t jessche Theorie und 
!hre Vo~stufen (Tschebyscheff ,  l~iarkoff) in nahezu elementarer Weise 
behandeln. Wir zeigen zuerst, dal] eine ,total monotone Folge Moment- 
folge einer monotonen Funktion Z (u) ist, ftir die wir einen gul]erst ein- 
faehen Ausd~uck geben, sodann, dal] diese Funktion eindeutig bestimmt ist. 

_Aus der Identitgt 

Z(~)u~(1--u)~-~(m--pu)~=~pu(1--u) 
schliel~en wir (0 ~ u ~ 1, s ~> O) 

Tu (I -- u) ~ V (io) um (i -- u) p-m (m -- Iou) ~ 
- - ~  m 

 o..Z , oo , 

wo die Summe 2~ nur tiber die Werte m mit I m -- p u I ~ i o e zu erstrecken 
is~. in der Sprache der Wahrscheinlichkeit~rechnung ist dies die einfachste 
Aussage des Gesetzes der grol]en Zahlen:. wenn ein Ereignis die Wahr- 
seheinlichkeit u hat, so konvergiert die Wahrscheinlichkeit, dais seine 

relative Hiufigkeit ~ bei~ p Versuchen sich yon u um mindestens (weniger p 
als) ~ unterscheide, ftir p~--* oc nach 0 (1). Hieraus folgt iibrigens sehr 
einfach, dal] fib eine in 0 ~ u ~ 1 stetige Funktion g (u) das Polynom 

m=O 

g]eiohm~ig nach g(u) konvergier~8). 
l~un sei 0 ~ ~ < ~ ~< i, ~ -- ~ == 2 e. in jedem der beiden F~ite 

t3) S. Bernstein, D6monstrstion du tl~or~me de Weiers~raB, fond~e ~sur 
le calcul des probabilit~s, Commun. Soc. l~s~h. Charkow (2) IS (191;), S, I-2, 
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ist auch m - -  pu'~ ~ p~, also 

105 

2 ,~ u(1  - u )  

m_<.~z 
(~) 

m z ~ v  ----- -Pse  

und wenn wit in der zweiten Gleichung die natiirliche ZaM p dutch eine 
andere q ersetzen und r = min [p, q] nehmen, so ist im ganzen Intervall 

0 " g u  ~ 1  

oder 

f (u )  :> 0 zu dem Ausdruck Mf:> O. 
Wir machen nun wie i rrw 10 den Ubergang yon einem Polynom 

Setzen wir 

% (u) = 
m<~u 

g 
m ~ u  

so liefert (47) 

Hieraus folgt fib' q--~ 

und sodann fiir p - .  e~ 

also offenbar 

r 8  ~ . �9 

v(~) < v(,) (o _g ~< ,~ ~1), 

Beide Funk~ionen sind monoton; l ~ t  man U naoh ~ oder ~ nach U kon- 
vergieren, so kommt 

und duroh Wiederholung 

q,(~ + o) = ~(~+ o), ~ ( ~ -  o)- - -~(~-  o): 
Beide Funktionen haben also im Intervall E0, 1] dieselben Stetigkeits- 
stellen und an ihnen die gleichen Werte. D~, wo ~ ( u ) =  y~(u), also 
mLndestens an den Stetigkeitsstellen, i~t naoh (48) 
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wir wollen noch zeigen, dal~ diese Beziehungen im ganzen Intervall gelten 
und dab ~ ( u )  == ~v(u) fiir 0 ~ u <: 1, auch an den Unstetigkeitsstellen. 
Zun~ehst ist an den intervallgrenzen 

% ( 0 )  = 0, q~(0) = 0, 

% ( 1 )  = ~o - ~ ,  o, q~ ( 1 ) ~ t~<, - l i ,~  ,"2,,o, 

tvv (0) =- #o. , ,  y)(0) lira Zo,,,, 

.~, (1> =: t,o, ~,(1)  .... #o- 

Sei sodann 0~<$< :1  und f (u )  ein flit 0 ~ u ~ < 1  nieht negatives 
Polynom; e sei so klein gew~hlt, daB, bei vorgeschriebenem ~ > 0, 

f ( u ) > f ( ~ ) - -  z fiir i u - -  ~I s  Dann ist, wenn die Summe ~' fiber 
die Wert e rn mit I m - - p S i < :  p e erstreekt wird, im ganzen Interval1 

.~-~ ~(1 ~-~). 

denn flit O <_ u g ~ - -  2 e and ~ -~. 2 e < u ~ l ist ~" ~ u ( l -o u ) : p e '~ , 

und ffir $ - - 2 e ~ u g $ - ~ - 2 e  ist ~ 1  und f ( ~ ) ~ f ( u ) - j . - o .  Aus 
dieser Relation erhalten' wit dutch die Operation M 

t '(~) [ %  (~ + , )  - w,, (~: - ~:)] ~ .Mr-I-- <'#o + e ; ,~  ~'~, Ik'~]l) 81~ 

also f fir ~ ~ c~ 

f(~:) [q~ ($ + e) - -  y, ($ - -  ~)] s M f - t  o. oI'o 

und. also, wena g (u) an der Stelle ~ den Sprtmg 

= ~(~ + 0 ) -  ~ ( ~ -  0) = ~C~ + 0> - , , / , (~ - -  o) 
maeht: 

f (~)  a s M f  

~ :  jedes Poly, nom f ( ~ )  ~ O. Insb~sondere fi~r f(~,) = u'~(1 --  ~)'~: 

(so)  <~ ~" ( i  - ~:)" s ~,,,, ,,, 

und dies Desalt , da/~ die Folge 

total monoton ist. Ihr entspricht an Stelle yon q~(~) die monotone 
"Funktion 

~C~> ~ >C ~ ~ ~(i ~>~-~. 

Die mit d multiplizierte Sttmme konvergiert ~fiir to -*e  c, wie Mr bereits 
1 wissen, naeh 01 ffir u ~  ~; iiberdies abet konve~giert sie naoh ~ flit ~ =~ ~, 

denn die Wahrscheinliehkeit, dab bei p Versuehen die relative H~ufigkeit 
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eines Ereignisses, yon cler Wahrscheinlichkeit $, unger oder tiber ~ liege, 
konvergiert nach 

Q 

1 f 1 I~' xi .  1 

dasselbe gil* yon der Summe 5 '  l ta t t  ~ /" An Stelle yon ~o(u), y~(u) 
m~u m<~ui 

treten also die monotonen Funktione~ 

<p(~), m(~) - �89 mO~,) - ao 

,,p(u), ',t,(~) - ~ a, ,i ,(u) - a 

fiir u <: 8, u =-,. $, u > $. Diese abet siad an der Stelle ~ stetig, da der 
linke Grenzwert go ($ ..... 0) mit dem rechten q~ ($ + 0) -- ~ iibereinstimmt, 
und sind also auch an dieser Stelle gleich; demnaeh ~v(~)--=--W(~); zu- 
gleich erkennt man, da~ 

m(~)  ........ ~ <p (,~ - 0 ) +  ~ ( ~  + 0). 

Also: die GleicMngen (49) gelten flit 0 ~ u ~ 1 ,  lind f l i t  0 << u < l  is~ 

Da nun die (monotonen, also im Riemannschen  Sinne) iutegrablen Funk- 
tionen ~,(u ')  gleiohmgfli9 beschrdnkt sind (0 ~ cp~(~,) =<fro) lind nach 
der integrablen Funktion q~ (u) konvergieren, so konvergiert bekanntlich 

1 1 

cp~,(u)du nach of q:~(u)du, ~erner 

und wegen 

1 1 

f%(u)  uk- 'du-~fq,(u)uk- 'du ( /~=1 ,  2 . . . .  ) 
0 0 

1 1 

0 o 

1 I 

y ~,  dq~,, (~,) -+ / ~,,,~ <p (<) 
0 0 

Die linke Seite ist leicht zu ermitteln: 

Funktion ~ ( u )  macht an den Stellen 

(m == 0, 1 . . . . .  ~o -- 1) und es is~, 

m k 
t~-) ,u,,,,~_,,,- ff~,,o. 

0 m ~ 0  r 

(k = o, 1, 2 , . . . ) .  

die streckenweise konstante 

die Sprtiz~ge (m p) , 'm,,-~ 
2 
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Hier konvergiert der Minuend nach #~; denn es ist 

p m av-k 2 =2 (9 (o_ 
m=O "tt~,=k 

m----O 

pD . . . . . .  #m'~ -m-~ N~, 

woraus die Behauptung der Reihe nach fiir k = 0, 1, 2 , . . .  folgt. 
1 

fu~d~(u) = & -  liml*~,o = , % -  [,1;(1) -- <~ (1)] 
u 

und definiert man daher 

(59,) { z(,*)== ~o (,~) 
z ( o )  = ~ ( o ) ,  

1 

so ist fu~dx(u)=-lz,,, 
0 

die Funk~ion X(u) dureh 

far o < ~ < 1 ,  z f l )  .... v,(1) oder 

Also ist 

Z(u) eine LSsung des Momentproblems. Nun ist 

noch umgekehr~ die Einzigkeit der LSsung zu ~eigen. Setzen wir dazu 
1 

/.,,=fu~dz(u) voraas, so folgt aus der ersten Gleiehung (46) 
0 

~+~ 1 

v,,(~) = : .. 
0 ~ + t  m ~ % . ~  

0 ,~+ e 

(x(O) ~-= 0 angenommea) unfl flaraus fiir p--*c~r e--~O 

v, (~) < z  (~ + o); 
ebenso aus der zweiten gleichung (46) 

<P(,~)_~ z(,~- o). 
Also 

z(,,  - o) =< ~(,~) < v, (,,) ~ z ( , ,  + o) 
und hieraus wie friiher 

Z (~*-  O ) =  ~ ( , ~ -  O ) =  ~p( ,~-  0), Z (,~ + 0 ) =  :~ (,* + O) =, V, (,*,+ 0), 

wegen (51) auf Grand der Forderung des ari~hme~ischen Mi~els also 
z(~*)=<p(~*)=v(~,) far o < , , < 1 ,  w ~ e n a  z ( o , ) = o = ~ ( o )  u=d 
Z ( I : ) = , ~ o = W ( 1  ) ist; Z ( u ) i s t  mit tier oben' gefundenen LSstmg (527 
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identisch. Also: das zu einer total monotonen 2'olge (oder C-Folge) 
geh6rige Momentproblem hat, dutch z(O)=~ 0 und die Bedingung des 
arithmetischen Mittels priz'zisiert, eine und nut eine LSsung, n(imtich 

Z (0)~--~ O, Z(1) = #o, 

fi~r 0 < : u < l .  
Etwas allgemeiner ist 

y,(u) = lim %(%)  (0 < u-< t), 

wenn up derart nach u konvergiert, dal~ 1 / p ( u ~ - - u ) - * 0 ;  ferner gilt 

..... l ,  ( 0 < u ~ l ) ,  z(~ + o ) -  z(~---o)= W ~ ( 1  ..... ~ )  lira vp (,.)#.,,_~ 

wenn m m i t  p so nach eo divergiert, dab V~ ( "  -- u ) - * O .  Den Beweis 
P 

dieser Behauptungen, mit Benutzung der 8ti~lingschen Formel, wollen 
wir dem Leser fiberlassen. 

(Eingegangen am 11. Februar 1920.) 


