Summationsmethoden nnd Momentfolgen. 1.

Von

Felix Hausdorff in Greifswald.

Die folgenden Betrachtungen kniipfen an die sehr einfache Bemerkung
an, daf die Beziehung zwischen einer Zahlenfolge @, a,, @,, ... und ihren
Cesaroschen Mitteln 4,, 4,, 4,, ... irgendwelcher Ordnung sich in den
Differenzen .

b, = a,— (?) ay -+ <Z> Gy ...+ (~1) a,

9

By=do— (M)A, 4+ (3)dy— ..+ (-1)" 4,
rein multiplikativ ausdriickt:
(0) 'B%m/'l(ﬂ b‘)l'

Die gleiche Bemerkung gilt von den Holderschen "Mitteln, die sich hier-
durch auch fiir nicht ganzzahlige Ordnung definieren lassen, Allgemein

sind die linearen Beziehungen zwischen den a,, 4,, die die Form (0)

haben, paarweise verfauschbar und bilden ingofern ein natiirliches System.

Wenn hierbei jeder konvergenten Folge a, eine konvergente Folge 4, ent-

sprechen soll, so muB die Multiplikatorenfolge u, gewissen Bedingungen .
geniigen; unser Hauptresultat ist, daB jhr dann eine im wesentlichen ein-
deutig bestimmte Funktion g {(w) beschrinkter Schwankung zugehért .
deren Stieltjessche Momentfolge sie ist:

1
p=u(n), w(t) mvfu‘dx(u).

Durch passende Annahmen iiber die Funktion y(u) oder die Moment-
funktion w(#) erhalten wir als Nebenergebnisse einen einfachen Beieis
fiir die Aquivalenz der Holderschen und Cesdroschen Grenzwerte gleicher
(beliebiger) Ordnung, ferner die Ausfilling der Hélderschen Skals zu
einer logarithmischen und ihre Erginzung durch stirlkere Skalen exponei-
tialen Charakters, Uberdies gelangen wir zu einer einfacken, den Umieg
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iiber Kettenbriiche vermeidenden Ldsung des Momentproblems fiir ein end-
liches Intervall.

§ 1.
Die unendliche Matrix A= (4,,) (p,sm=0,1,2,...) sei ,zeilen-
finit*, d. h. fiir jedes p gebe es nur endlich viele i, m=1= 0. Wenn das
Gleichungssystem

\7
( 1> A]} ‘““:24 j'p, m am
m

ein ,,Summationsverfahren‘?) definieren, nimlich dazu dienen soll, einer
divergenten Folge a, den eventuell existierenden lim 4 als verall-
gemeinerten Grenzwert zuzuordnen, so verlangt man naturgemaf, daB
dies Verfahren ,konsistent sei, d. h. bei einer konvergenten Folge a,
den gewdhnlichen Grenzwert liefere: mit a,—« soll stets 4, -—« sein.
Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir hat Herr Toeplitz?)
gefunden. Hs ist fiir unseren Zweck” passender, die Forderung zu zerlegen,
und wir nennen die Matrix 1 éine O- Matriz (Konvergenz erhaltende Matrix ),
wenn aus der Konvergenz von g, die von 4, folgt; speziell eine reine
C-Mairiz, wenn mit @, -+0 auch 4 —0, und noch spezieller eine
normierte C-Matriz, wenn mit @, — « auch Aﬂ»»oc. Die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen fiir eine C-Matrix sind:

(A) V’ | ist fir p=0,1,2,... beschréinkt.
m

(B) limlp == ] existiert, fixr m= 0,1,2,...
o fom

(@) li;:a ):’ Ay, m==1 existiert.
Tom

Wir unterdriicken den Beweis, der dem Toeplitzschen Vorbild folgs.
Fiir @,,— « hat man dann

A »«»(lwﬁlﬁl)m—}zﬂm a,,.

Fiir eine reine O-Matrix ist das Verschwinden similicher [, fiir eine
normierte iiberdies I == 1 notwendig und hinreichend. Eine xe’me “C'-Matrix

mit J==0 kann man ,normieren”, indetn man sie mit 'Z multipliziert.

Summe, Differens und Produkt von zwei (teinen) C-Matrizen ist wieder
eine (rﬂeme) O - Matrix.

1} Fiin dm Reihe 2(@,,, Quiwy); o8 fehlt an einem entsprechenden Ausdrack
fiir Folgen.

% 0. Toeplitz, Uber allgemeine lineare Mittelbildungen, Prace Matematyczno-
Bizycmme, 22 (1911), 8. 118119
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Wir schreiben (1) in Matrizenform

(2) 4 =la,
4 00 ... 4,00...
a, 00 ... 4,00...

a=|a, 00...1, 4= 4,00...
- . 0 : :‘: J' - - DR
und setzen fest, daB bei solchen ,einspaltigen” Matrizen die Anhéngung
des Index p das Glied in der Zeile p, Spalte 0 bedeuten soll, also
(8) 4, =(1a),.

Nennen wir mit Herrn Toeplitz die Menge der Folgen @, fiix die
(Aa), konvergiert, das Konvergenzfeld C () der Matrix 1. Fir zwei
Matrizen 1, u bestehen vier Moglichkeiten, die zur Aufstellung einer Rang-
ordnung dienen kénnen:

L O(4)=0C(n) 14 wit u dguivalent.

ITI. C(4) echte Teilmenge von C(u) : A schwdcher als .

III. C(u) echte Teilmenge von C' (i) : 4 stdrker als w.
IV. Keiner der Fille I IT III trifft zu: 1 mit u unvergleichbar.

In Zeichen etwa:
Inod~p. I A<pu. T A>u. IV: 2§ p.
Beziiglich des Rechnens mit Aquivalenzen sei nur bemerkt, daf aus
A~ i awar Ap ~ A'p, aber nicht wi~ ui’ folgt. Aus A~ 2, p~ p'
folgt, wenn A’ mit u vertauschbar ist: Au ~ A"y = ui’ ~ u'l’. In einem
‘System paarweise vertauschbarer Matrizen diirfen also Aquivalenzen multipli-
ziert werden.

Wenn die Matrizen 1, # Reziproke haben, so verteilen sich die obigen
vier Fille folgendermafen:
I. w2™' und Au~* sind C-Matrizen.
II. pi™" ist C-Matrix, Aiu—* nicht.
ITI. Au~?! ist C-Matrix, wA™' nicht.
1IV. Weder wi™* noch Au~* ist C-Matrix.
Sind xi™ und Au~! reine (normierte) C-Matrizen, so wollen wir A
und w rein (normiert) dquivalent nennen und die normierte Aquivalenz mit

A=z p

bezeichnen,
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Sind 2 und 47" reine U'-Matrizen, so ist A im vorhin erwihnten Sinne
der Normierung fahig. Sind 1, # rein dquivalent, so kann man durch An-
bringung eines nichtverschwindenden Zahlfaktors (Normierung von wi™*)
normierte Aquivalenz herstellen.

Sei nun g eine feste Matrix, die eine Reziproke hat, und

o 0 0 L.,
0 g O ...

Bl o 0 py ...

eine willkurliche Diagonalmatriz. Wir beschrinken uns nunmehr auf
Matrizen der (restalt

(4) A== @™,

die vermdge des festen ¢ in eine Diagonalmatrix iiberfithrbar sind; diese
Mairizen sind poaarweise vertauschbar. Ist umgekehrt 2¥ e 0=y g eine
der Matrizen (4), worin die Elemente 1, der Diagonalmatrix u* paarweise
verschieden sind, so sind alle mit 1* vertauschbaren Matrizen 4 durch (4)
gegeben; denn setzt man w == olo~?, also 1> ~1ue, 80 ist y mit u* ver-
tauschbar und daher, wie unmittelbar folgt, ebenfalls eine Diagonalmatrix.

Die Beziehung A4 =~ la nimmt nach (4) vermége der einspaltigen
Hilfsmatrizen

(5) be=pa, B: pd
die einfache Form

(6) B b,
also die multiplikative Gestalt

(7) B, =, b,

an; der Matrix 4 entspricht die Diagonalmatrix u oder die Multiplikatoren-
folge u, umkehrbar eindeutig. Wir, nennen diese eine (reine, normierte)
C-Folge, wenn i eine (reine, normierte) O'-Matrix ist, und tibertragen
auch die Graduierung (#quivalent, schwicher, stirker, unvergleichbar) auf
die Multiplikatorenfolgen. Dieses einfache Prinzip wollen wir fiir eine ganz
spezielle, numerisch bestimmte Wahl der transformierenden Matrix o ge-
nauer verfolgen.
§ 2.

Aus einer Zshlenfolge «,, bilden wir die Doppelfolge der Differenzen

verschiedener Ordnung

(8) Doy, == Oy ™ (?) Uy 4y, (g) Ay = <o+ (— l)ma’-ni-%-n
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mit der Rekursionsformel
a’m,u hind am+1,n + a’m,ﬂ+1 *

Insbesondere nennen wir die einfache Folge der Zahlen

(9) b,=a, ,=a — ( )w +< ) — A (=1)a
kurz die Differenzenfolge der a,,. Die Differenzen der b, sind dann
bn m = a'm, n?

denn dies gilt fiir m = 0 und wird vermdge der Rekursionsformel von m
auf m - 1 iibertragen; insbesondere ist

zbf),m’

die a,, bilden also auch die Differenzenfolge der &,, so daB die zu (9)
gehdrige ‘Matrix

am = am,O

1 0 0 O...
1-1 0 0..
1—2 1 0...

b 1—8 8—~1...

(b=y¢a) ihre eigene Reziproke ist. Auf diese festgewdhlte Matrix o
griinden wir die Zuordnung (4) zwischen Matrizen 2 und Diagonalmatrizen u,
betrachten jetzt also nur solche Gleichungssysteme (1), die in den Diffe-
renzenfolgen b,, B, die multiplikative Gestalt (7) haben,

Der Zusammenhang zwischen den a,, b, kann auf bekannte Arten
mittels erzeugender Funktionen einfach ausgedruckt werden (man braucht
die auftretenden Potenzreihen nicht einmal konvergent vorauszusetzen,
sondern kann sie als komplexe Zahlen mit unendlich vielen Einheiten auf-
fassen). Einerseits ist

n ‘ 2
(10) 2/ b=t 2 (— D an

andererseits
m
(11) le -Z(-1 **)m"r’

dies letzte konnen wir so ausdriicken, daB vermdge der Eulerschen
Transformation

(I1—2)(1~y)==1

#wischen

{12) @) =2 a,am,  gy) =3 by»
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der Zusammenhang

f(z)==(1~9)g(y), g(y)=(1—=)f(x)
besteht.

Driicken wir nun die Beziehungen B, = u, b, in den a, 4, aus,
so kommt

Rt M=
7 X7 -
=3 (= (2) (B2 me
Mol N
1’7 p p»\:;n n m
" <m>am;}./ (=1) <1o n >M‘"+"’
M0 n 0
odér
.’,"7 P)
(13) 4, :”":.}.J (m) By e O
s ()

nach der Bezeichnungsweise (8), d. h. die «,, ,, sind die Differenzen der s, .
Setzt man alle @, == 1, so kommt

L
(14) 2/1 (f;> /"m,p«wm = Mo+

e )

Die Bedingungen § 1, (A) (B) dafiir, daB die Gleichungen (18) einer
O-Matrix 1 == u o entsprechen, lauten nun:

»
(a) Mﬂmé‘,’(ﬁ) }/@m’pmm[ ist fiir p =0, 1, 2,... beschrinkt:
()
M, M.
) lim (2) b g == by, existiont, fiix m = 0,1,2, ... .

Die Bedingung (C) ist wegen (14) von selbst erfiillt. Das sind also die
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir eine (-Folge pu,; fiir
a@,,— & ist dann

Ap'“’ (/“’(‘) - _«}J lm) a-}M‘.’}J lm Gy +

Fiir eine reine (-Folge ist das Verschwinden aller [, fiir eine normierte
iibexdies s, = 1 notwendig wnd hinreichend.



80 F. Hausdorff.

In Wahrheit steht aber, wie wir nun zeigen wollen, die Sache noch
einfacher: die Bedingung (¢) allein geniigt, und aus ihr folgen simtliche
Bedingungen () und zwar mit

I == ly == ... = 0.

Es wird also («) die notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine
C-Folge, und aus g, — « folgt dann

Ay, — pg e+ Iy (ag — o), b= lim gy -
Fir eine reine (C-Folge tritt die Bedingung [, = (), fiir eine normierte
4o = 1 hinzu.

§ 3.

Eine (reelle) Folge u,, heile total monoton (L. Schur), wenn aile
Differenzen p,, , >0 sind®). Wir zeigen, daB fiir eine total monotone
Folge die Grenzwerte [, existieren und, bis auf 7, > 0, verschwinden.

Setzen wir
Tom= (1)1 A e g d A
“n, m m/ m, p-m? »,m 1,0 1 T Pyt?
so erhilt man aus der Rekursionsformel

/Mm, P B gy R +' Mo 41 2

. e . . ( p +1 )v
durch Multiplikation mit - i (p—m)!

(p + l)lp e p m - 1) 0 +1, m'+ (m’ JV" l)lp-’rl,mw“l
(p + 1) (Ap,m— ;“p+1,m) = (Wb ‘+’ I)J'p-m,m%;l m}“p-i 1,m?

(p"'i"l)(Apm- p+1, m)m(m"i"l) pebl,mt

Hiernach ist 4, ,, =4 1, m=0 und es existiert L, == 11m A, > also

auch I, =L, — mei (1, = L,); ferner ist nach der letzten Formel

)75?'{ p+1,m+1 konvergent, und wegen der Divergenz von » ~+1~1
v

kann demnach hm Apiz,ms1= byiy nicht == O sein.

Sodann zelgen wir, daf8 eine reelle Folge u,, die der Bedingung («)
geniigt, Differenz zweier fotal monotoner Folgen ist. Vermdoge der Re-
kursionsformel der Differenzen hat man

i“m,n'gltu’m,n+1 | + llum-\—l,ln’ é ]Mm,n'hﬂi’[—"fz“l'mﬁ'l,n%‘l 1 "+“ }Mm+%,ﬁ.l'g b

*) Nur fiiv eine total monotone Folge mit my=1 stellen die Gleichungen (18)
eine lineare. Mittel bildung im eigentlichen Sinne daxr.
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(speziell fir m =0 = 0: M, < M, < M, < ..., so daB} die Forderung («)
durch die der Konvergenz M, — M ersetzt werden kann). Die Folge
dieser Grofen ist beschrinkt, da

» 4
Py, " [ M0
2 (h> ﬁll'l'm'%*h,u tp--h } éhz ( m-h ) !Iu‘m+h,n+p-»h’ é Mm-iwrl-pg M’
= ()

h=0
hat also einen Grenzwert sz _; ersichtlich ist

Wy N

T, n = T, mobed, "+" Tom+1,n

und daher sind die . die Differenzen der GréBen =

W, T

7
T =™ T ™ <1>ﬂm+-1 . ”}"(—“ 1) Tt~
Wegen Tyn, n = {/"m sl E Hon, sind die FOlgen

% “‘“’:’E( m"{'_/"‘m)ﬁ ﬁmmﬁ(ﬂm /l’m)
total monoton und u,, = e, — B, Differenz total monotoner Folgen. Bei-
liufig sind dies die ,kleinsten* total. monotonen Folgen, als deren Differenz
tn darstellbar ist, d. h. man erhdlt jede andere Darstellung, indem man
¢,, B, um eine und dieselbe, willkiirliche, total monotone Folge vermeéhrt.

Endlich ist bei jeder komplexen Folge u,, die der Bedingung (o)
geniigt, sowohl Realteil als Tmagindrteil Differenz total monotoner Folgen,
und demnach existieren die Gremzwerte I, mit 7, ., == 0.

Damit sind die Behauptungen am Schlusse von § 2 bewiesen; man
sieht iibrigens unmittelbar, daB die bloBe Verwandlung des Anfangsgliedes
Yo in py -~ 1, aus der C-Folge eine reine C-Folge macht. Und wir
konnen als Ergebnis der bisherigen Untersuchungen aussprechen:

Satz L. Damit w, eine C-Folge sei, ist notwendig und hinreichend,

m, 0 7 Tyt

daf
k4
() M, 27 <5,> | ttm, p~m|  beschrdnkt (M,—~M)
Mz

sei; mat Ty == Lim g, ,, o8t dann gy~ by, @y, thy, - -- eime reine C-Folge.

§ 4.

Wiz zeigen zuniichst, da zu den hier betrachteten Beziehungen
A ==la oder Bs=ub die- Cesdirosche und Hbldersche Mittelbildung
gehfirb“).

%) Dies ist, soviel ich weiB, nur in der (nach Abfassung der vorliegenden Arbeit
durch freundliche Mitteflung des Herrn L Schur zu meiter Kenntnis gelangten)
Abhandlung bemerkt worden: W, A, Hurwitz and L. L. 8ilverman, On the con-
sigbency and equivalence of certain defiritions ¢f suminability, Transact. Amer. Math.

Mathematische Zeitsobrit. IX. 6
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Wir definieren die Matrix 8 (Summenmatrix der Ordnung «) in der
Schreibweise (3) durch

T S N G
oc(oc+1)

1 —
= a, + Sty ps o Sl (e g )

gso dal formal
Z(S“a,)nx”m (1— x)"“Eanm”,

wo (1 — )™ die Binomialreihe bedeutet; daraus folgt
8787 = §*F.
Hierin kann ¢ beliebig (auch komplex) sein. Nehmen wir aber « von

—1, — 2, — 8, ... verschieden an, so daf [(g) = ] Zu setzen}

<n+a> 3:(04-{—1) (e+2)... (e+n)
n 1.2....m

" Gy

fiir # =0, 1, 2, ... von Null verschieden ist, so kénnen wir eine Matrix C,,
die Cesarosche Matriz der Ordnung «, durch

.A == Gaw,
(15) 4,=(Cua),=(8%a),: (")
erkliren. Wir behaupten, dafl dies mit
N
(16) B,=b,:("T%)

identisch ist; d. h. also: bedeutet c, die Diagonalmatrix mit dem all-
gemeinen Gliede 1: (n:a>, 50 ist O, == . 8% = 0 ¢40.

Nehmen wir zum Beweise ¢ positiv an und benutzen die erzeugenden
Funktionen (12). Es ist
1

12<’n+“> -*:F(n+1)11(w+1) z:‘leuﬂ(l ""&b)a'—ldu,
0

n F(n+a+1)
Soc., 18 (1917), §.1-20. DaB es nicht: hiiufiger gescheben ist, dijrfte an der ver-
breiteten Gewohnheit liegen, in der Definition (15) der Cesidroschen Mittel den
Divisor (n: ) durch den (fiir #—-00) #quivalenten (n-+1)%:I'(a-+1) zu er-
getzen, nlso an Stelle der ,nasfirlichen® Cesdroschen Matrix € die ,modifizierte®
O = Bo.Cu ~ Oa
zu betrachten, wo FE, die Diagonalmatrix mit dem allgemeinen Gliede
F(u-«{-l) (n—{—a) (m+1)* ist, Vgl. dazu Fubnote #)
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also

F(x> ﬁZAuxn = “J‘E(sda‘,)nwnun (1 - u)a—i du
= aff(ux) (1—uz) ™ (1—w) " du

« ( 1—£)" (1-f°)“#lds
Q
also mittels der Enlerschen Transformation
(I—2)(1—y)=(1—= &) (1—n)m=1:

a1
Gy)==(1—z)F(z)== mfg(v) (1= )%™ (1-“1) an

1—1g
1 3

‘;ofg(n) (-1 dn =a [g(ug) (1~ w)*du,

0

also
1

(17) B,,mbn-ocfu’*(l—«-u)““ldumbn:(":“> (e¢>0).
0

Damit ist (16) fiir ¢ > 0 bewiesen, gilt aber allgemein fiir e == — 1, —2, ...,
da beide Seiten rationale Funktionen von « und in dem angegebenen Ge-
biet regulér sind. Wir wollen uns iibrigens, wie iiblick, auf Cesarosche
Mittelbildung von reeller Ordnung e > -1 beschranken.

Die Bildung des arithmetischen Mittels entspricht der Matrix C, =C,
die wir auch #hit H bezeichnen wollen, und liefert fiir die Differenzenfolgen

B, =b :(n-41).
Die wiederholte, Holdersche Mditelbildung gibt fiix die Matrix H*
(k==1,2,...) die Beziehung

By=b,: (n+1),
wonach es sich von selbst gebietet, sie fiir jede beliebige (auch komplexe)
Ordnung ¢ durch
(18) B, =b,:(n+1)"
zu definieren. Die zugehdrige Matrix H* hat, wie 8% (aber nicht C,),

die Eigenschaft
HOH = B,
Speziell fiir « > 0 kénnen wir snalog zu (17) den Multiplikator durch

ein Integral ausdriicken und schreiben
6*
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w0
q

1
(19) Bn ] bﬂ'f"'('&')" e~ M+ po—ida
0
: 1
1 1) &~
0

Wir beschrinken uns anf Holdersche Mittelbildung reeller Ordnung.

Da H der Multiplikatorenfolge 1, }, §, ... mit paarweise verschiedenen
Gliedern entspricht, so kénnen wir, nach der Bemerkung am Ende von
§ 1, unsere Matrizen 1==oug als die mit H wvertauschbaren Matrizen
definieren®). Bemerken wir noch mit Herrn 1. Schur, daB die Funktional-
gleichung H («) H (8) = H («-f) mit der Anfangsbedingung H (1) = H -
die Matrix H («) eindeutig bestimmt, wenn man sie (nimlich jedes ihrer
. Elemetite) als reelle stetige Funktion der reellen Variablen o voraussetat.
Denn H («) ist mit H vertauschbar, also H («)==ou(e)e, gebildet mit
einer Diagonalmatrix /i («), fiir deren Elemente sich u, («) u, (8) = u, (¢ B)
mit u, (1) =1:(n-+1), also bekanntlich s, (&) ==1:(n-4-1)" ergibt, d.h.
H{«) ist unser H”. Entsprechendes gilt beiliufig auch von 8%

$ 5.

Dem Fingerzeige folgend, den die Integraldarstellungen (17), (19)
geben, bilden wir mit einer Funktion y(u), die im Intervall 0 Su L1
von beschrinkter Schwankung ist, die Stieltjesschen Integrale

1
(20) p, = furdy(u) (n=0,1,2,...)
0

und nennen dies eine Momentfolge. Wir werden erkennen, daB C-Folgen
und Momenifolgen identisch sind. BEinstweilen geniigh uns die eine Halfte
dieser Behauptung:

Satz II. Jede Momentfolge ist cine C-Folge; dann und nur domn,
wenn yx(w) an der Stelle w =0 stetig ist, st sie eime reine O-Folge.

g b1 s

%) Als solche werden sie von Hurwitz und Silverman (los. cit. %)) behandelt
und in der Form /=g (H) dargestellt, die definitionsgemiB (im Einklang mit dem
Spezialfall eines Polynoms ¢ (x)) der Multiplikatorenfolge u, = ¢ (W-}nlﬁ) entsprioht;
¢ (®) wird dabei fir 2=0 als regulir angenommen. Aber gerade diese Annahme
ist zu eng (sie laBt z. B. Cesdrosche und, Héldersche Matrizen nur von gans-
zahliger Ordnung zu) und das Hauptergebnis der Verf., daf eine fiir {z—{ l&t
reguléire Funktion ¢ (x) eine reine C-Matrix g (H) liefert, hat nur hinreichenden;
nicht nobwendigen Charakter.
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Da die Differenz von zZwel (reinen) C-Folgen eine (reine) C-Folge
ist, so geniigt es, x(u) als monoton zunehmend vorauszusetzen. Dann
igt aber

1
Fon, ﬂmofwl—« wdy(u) =0,

die Folge f,, ist total monoton und («) ist wegen (14) von selbst erfiillt.
Statt der Zusatzbehauptung konnen wir ohne mehr Miihe gleich die Er-
filllung sdmtlicher Bedingungen (5) beweisen. Es ist im ganzen Intervall

<P>um(1 -—u)p’“mé [ (1— ’bb)]p?—“;l,

m

1 1
daher bei Zerlegung [ = f -+ »f (0« d<1)
0 0 ’

8 1
(2) tinsom < [z () 4 (1) (1 = 07 [aw),
8 5
also fiir p — oo
lima () o, p-m < 2(0) = 2(0)
und fiir - 0, falls y («) an der Stelle % == 0 stetig ist: lim ( 51, ) Hon, p—m == 0;
P
die Bedingungen (8) sind mit Jj ==l ==...==0 erfiillt, u, bildet eine
reine C'-Folge.
Fiir eine Unstetigkeit an der Stelle w ==0 ist der einfachste Fall,

daB y(u) dort den Sprung 1 macht und sonst konstant ist; dem ent-
spricht die Momentfolge

fo w1, gy e gy m= L == ()

fiir die sich 4, =:q, ergibt, also eine C-Folge, aber keine xeine. Im all-
gemeinen Fall, wenn y (u ) an der Stelle 4 ==0 den Sprung z (4 0) — x (0) = %,
macht, kbnnen wir x(u) auffassen als Summe einer bei w == 0 stetigen
Funktion und einer solchen, die bei w==0 den Sprung y, macht und
sonst konstant ist, also ist u, eine C-Folge und

My — Koo £y fAyy oo

eine reine C-Folge. Beilaufig folgt daraus. z, = lim y, .

Aus Satz I folgt unmittelbar, da auch die Differenzen 1, =z, |,
einer C-Folge eine O-Folge bilden; die Bedingung einer reinen C-Folge
A, ist hier lim 4, , == lim g, == 0, bei Momentfolgen also die Stetigkeit von
x(w) an der Stelle % == 1. Im allgemeinen Fall ist 5 (1) —x (1 — 0) =lim p,,
der Sprung an der Stelle w==1.
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L&Bt man y(u) an der Stelle §(0 < ¢ <C1) einen Sprung machen
und sonst konstant sein, so erhalt man die reine C-Folge

(21) lu"n z,ﬂ'ﬂ.

Priifen wir ihre Stérke, auf die wir noch zuriickkommen (§7), an der
Folge a,, = 2zm, die fiir |2] <1 nach O konvergiert. Es wird hier

-2( )am O™ (1= 9)P " = (1 — B L 92)?
und dies konvergiert nach 0, falls (z = x -+ iy)

|[1—9+9z'=1—20(1—2)+9 [(1—2) +y%]) <1,
eine Bedingung, die man dann und nur dann durch geeignetes 0 < 9 < 1
erfiillen kann, falls 1— 2> 0. Fiir jeden Wert z in der Halbebene
Rz <1 kann also die Folge z™ durch eine Multiplikatorenfolge (21) mit
hinreichend kleinem ¢ zur Konvergenz nach 0 gebracht werden. Man
bemerke, dafl der Borelsche Grenzwert

t tﬂ
lime™ 2 2"
n!

T
ebenfalls fiir Rz <1, der Abelsche
111{1&1(1——1?2;7 "

t>1
nur fiir 2| <1 existiert.

Fir |2| <1, 2+1 wird tibrigens die Folge 2 durch jede noch so
schwache Momentfolge, die einer bei % ==0 und % ==1 stetigen Funktion
x(u) entspricht, zur Konvergenz nach 0 gebracht. Es geniigt, |z] =1,
z=¢%? (@ kein Vielfaches von 2x) anzunehmen; dann wird

1
Ay [ (1— w4 wesr)dy (u),
[1—u-+ueiv | =1— 4u(1——u)sin“fg~

und bei Zerlegung des Integrals (0 < 6 <} und y(u) monoton zunehmend
gedacht)

4

ol

p o3
ST
&

R

1
14,1 < [dr(w)+ [1— 4001~ 2)sin2] u)—}—de(u),

woraus wie oben

lim |4, <7(8) —7(0) +2(1) ~ z(1 - 9)
und auf Grund der Stetigkeitsannahme 4, — 0 folgt.
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Beschrinken wir uns des weiteren auf den Fall, daf x(w) fiir
0 < u<1 stetig ist und fiir 0 <Cu <1 eine stetige Ableitung ¢ (%) hat,
also auf reine C-Folgen der Gestalt

1

(22) = [ g (u)u"du

0

mit Existenz des eventuell uneigentlichen Integrals f]qo(u tda, oder
(u=e"% P(x)==up(u)

(23) p=f Bla)e-dz
0

mit stetigem P (z) fiir > (0 und Existenz von f |®(z)|dx. Man sieht
0

unmittelbar, daf auch mehrfache Integrale wie

)

11

[/Jcnm(_)f fqv (u, v) u"dudvafGD z,yle~*"dxdy,

(24) (1

1 = [ 0 (0, 0) (wo)" dudo off‘ﬁ(w, yle=etirdzdy,
) 0

worin. ¥ (%, y) fir x, y > 0 stetig und ff](ﬁ(x, y)|dwdy existierend
00

angenommen ist, reine C-Folgen liefern (auch ohne Zuriickfihrung auf
einfache Integrale).

Beispiele. Die Annahme

[(etp) |
()= o » (1

gibt nach (22) die normierte C-Folge

LL(e+p) D(nAp) <n+ﬂ~1> _(%-[—cc—}-ﬂ.—l)
T I T (ntat8) no ) » .

Diese Multiplikatorenfolge entspricht nach (16) der Matrix®)

1— )™ (¢, 5> 0)

A== Ca+ﬁ—1 : O/S‘-—-l:

die also eine normierte C'-Matrix ist; d. h. mit einem Cesaroschen Mittel
der Ordnung > —1 konvergiert jedes Mlbtel héherer Ordnung und zwar

nach demselben Grenzwert. Ubrigens ist 4~ keine O -Matrix (;ﬁ divergiert
mit 7 nach co und ist also keine C-Folge, da eine solche wegen (a)
jedenfalls beschrinkt sein muB) und daher Cy,g-y Stdrker als Cp_;..

) Wegen der Vertauschbarkeit aller unserer Matrizen kinnen wir Matrizen-
quotienten mit Doppelpunkt oder Bruchstrich schreiben. Aus demselben Grunde
diirfon hier Aquivalenzen multipliziert werden (§ 1), wobei aus reinen (normierten)
Aquivalenzen wieder solche entstehen.
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Fiir ¢ =1 erhélt man speziell die C-Folge

-
o™ n¥B
und die normierte C-Matrix
T,g == 0/9 . 0/3.._1

deren zugehorige lineare Substitution 4 = I'ya iibrigens
Y A ( L G IR (L b PR (e

lautet, mit den in umgekehrter Reihenfolge angeordneten Koeffizienten
von Cs. Kombiniert man linear dies u, mit der Folge u, ==1, die der
Einheitsmatrix E entspricht, so erhilt man

iy = (1+§):(1+%) (¢, f > 0)

als normierte C'-Folge, zugleich aber auch «1~-, und das besagt I', == I'g;
die Matrizen I'; (f > 0) sind allesamt normibrt dquivalent; insbesondere
I p I == C.

Die Annahme

@ 1\e~1
P )= fé(l‘?)‘ w1 {log ;) (e, § - 0)
oder
@(Sﬂ) = Iwﬂ(.;aw) e"ﬁw xu»—l
gibt
ﬂ a
M= (n[—ﬂ)

als normierte 0-Folge; ihr entspricht fiir § =1 die Ho1dersche Matrix H 4
fiir beliebiges § die als «-te Potenz von Iy aufzufassende Matrix I'f.
H*® ist also stérker als die Einheitsmatrix und H*'” stiirker als H” bei
beliebigem y: mit einem Hoélderschen Mittel konvergiert jedes Mittel
hoherer Ordnung nach demselben Girenzwert. Das gleiche gilt von I},

Die Relation I', = I', oder C,:C,.; =~ H liBt sich nun schreiben

Com1: H* 'z O H* oder (¢> 0)
Co—1 ¢ Cap1
(25) E%ﬁ’r\/"ﬁzw—ﬁ%ﬁ%a,
insbesondere (o ==1)
C, ¢
E’mﬁm»«%m#gm...,
d. h.
C,~ H*

fiir #=1,2,8,... Das ist der Aquivalenzsatz Jer Herren Knopp und
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Schnee?); die Einschrinkung auf ganzes k werden wir sogleich beseitigen.
Unserem Beweis liegt die Aquivalenz
Ti=I:T',~ &
zugrunde; dieser Matrix T, entspricht die C-Folge

1 -1 1
= (1+-_> (1+n)m._-&~ - ““. wT
und daher ist

1 —1
T, B+“""H

genau die Matrix, die Herr I. Schur?) in seinem Beweise des Aquivalenz-
satzes verwendet: ihre Rolle tritt durch die Einfachheit der zugehérigen
Multiplikatoren hier besonders klar hervor.

§ 6.

Wenn in (28) @(z) fiir z > 0 eine stetige Ableitung hat und auBer

f[@(x}ldw auch f| ®'(z)|dx existiert, so ist auBer u, auch nu, eine
b
reme C-Folge.

Denn es existiert f @' (z)dz, also P(+0) und P+ co); der
letztere Grenzwert mufl wegen der Integrabilitdt von @ (z) verschwinden.
Aus (28) folgt dann durch partielle Integration
(26) np, =B+ 0)+ [ e P'(z)dw

0

als Summe einer konstanten und einer Momentfolge wie (23).
Hiervon machen wir folgende Anwendung. Bilden wir mit den Funk-
tionen (e, §>0)
P (z) = e~2(1— =) I'(f), . V(x)=e-x/~1:I'(f)
die Momente
- L) A N
(P“ .F( +a+ﬁ)’ gy = (’I’b-{-—l)ﬁ
Da nun @(«):2/-* und W(z):xf~1 an der Stelle =0 regulir sind
mit gleichem konstanten Glied, so sind dort auch

[@(2) — P(2)]:2f und [P (&) — ¥ (z)]:2b?

7) K Knopp, Grenzwerte von Reihen bel Anndherung an die Konvergenzgrenze,
Diss. Berlin 1907. W. Schnee, Die Identitit des Cesdroschen und Hélderschen
Grenzwertes, Math. Ann., 67 (1909), S.110—125. W. B. Ford, On the relation be-
tween the sum-formulas of Hélder and Cesaro, Amer. Journ. of Math., 32 (1910),
8. 815—826. 1. Sohur, Uber die Aquivalenz der Cesidroschen und H&lderschen
Mittelwerte, Math. Ann,, 74 (1918), S. 447458,
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reguliir, also @' () — ¥’ (z) bis nach » = 0 integrabel (die obere Grenze co
bedarf keiner Erdrterung). Hiernach bildet auler ¢,, v, auch n (@, —y,)
eine reine C-Folge, ebenso

1 -
(1 + @) p,— (n+ 1)y, = Fiar et — (n+ 1)~

Speziell fiir ¢4 =1 (also 0 < a<1) ist
r(a+1) ("5 %) = (n+1"

eine reine C-Folge; multipliziert man dies mit einer der reinen C-Folgen
1: (n;:a> oder (n+1)"% so ergibt sich

w, == (n 1) (91,+O£)

n

nebst =. als normierte C-Folge; die zugehdrige Matrix C,: H" ist also der
Emheltsmatrlx normiert dquivalent oder

(27) C,~ H".

Dies gilt zunéchst fiir 0 < « <1, aber auf Grund von (25 ) fiir jedes ¢ > ~1,
womit der Aquivalenzsatz auch auf nicht ganzzahlige Ordnung ausgedehnt
ist. Es folgt noeh®) fiir «, B, a -+ > —

Corpme B = H*H" ~ 0, 0.

Wenn in (26) $(+4 0)=0 und auch noch fl@"(x)ldw existiert,
0

so ist auch noch %y, eine O-Folge. Wenn @ (z) fiir z = 0 unbeschrinkt
differenzierbar ist, wenn ferner simtliche Ableitungen, ®(z) selbst ein-

geschlossen, von 0 bis co absolut integrabel sind und fiir x— 0 nach 0
konvergieren, so sind

ol 4
u,=J ®(z)e~*ndz, nu, =|P (z)e-dz, n’u, MTQI) (x)e~rdw,.
0 Y

simtlich Momentfolgen, d. h. die C'-Folge u, ist stérker als alle Multipli-
katorenfolgen der H6lderschen oder Cesadroschen Skala.
Solche Funktionen sind z. B.
b

B(z)=e “TFgit  (a>0, >0, 1 beliebig),

b
e D(z)=1¢e gt (>0, 1<0).
8) Mit der Formel Cu.Cp =~ Cotp filr ,natiirliche’ Cesdrosche Matrizen ver-
wandt, aber nicht identisch ist die fiir ,modifizierte* (s. FuBnote %) Ca Of =~ Oa4p>
die als Spezialfall in einem von Herrn G. Faber, Uber die H#8lderschen und

Cesaroschen Grenzwerte, Miinch. Ak. Ber. 1913, 8. 519—531, bewiesenen allgemeinen
Grenzwertsatz enthalten ist.
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Speziell erhdlt man aus

ot

b
fe et dg = Vae-rand p=} (=0, b>0),

0

indem man a durch n -+ a ersetzt, eine reine C-Folge der Gestalt

(28) W, - e~Amta (4>0, a>0),
die stirker ist als alle Holderschen C-Folgen.
In shnlicher Weise kann man mehrfache Integrale®) vom Typus

oo ¢

—az-by- "
J-fe oY gph-1 y,u-:l.dxdy
00

behandeln (4 --§, g -— § ganzzahlig) und findet so die reinen C-Folgen
(29) M, = o4 (n-ta)* (A g 0, o O, 0 << 1’ o Ia,t;ionaA),

worin speziell fiir ¢==3%,4,1,... auch @ = 0 sein darf; wir werden dieses
diirftige Resultat in § 9 vervollstéindigen.

§ 7.

Hier ist der Ort, auf die Tatsache hinzuweisen, dafl keineswegs, wie
man aus der Hélderschen Skala schlieBen konnte, das infinitéire Verhalten
der Multiplikatoren ,, fiir ihre Wirksamkeit oder Rangordnung als C-Folgen
maBgebend ist; eine zu starke Konvergenz von u, nach 0 kann diese Wirk-
samkeit beeintriichtigen oder aufheben, offenbar weil dann 4, tiberwiegend
von den Anfangsgliedern der Folge a, abhiingt. Als Beispiel betrachten
wir die drei Scharen von C-Folgen (vgl. (21), (28))

1
e~ ®10g (1t 1) e ('n _+_ 1)~—a’ e"/’""’, Pt ?9”
(¢, B,y >0, 0<d<1),

deren Msitrizen H¢ J” K? heilen mogen. Wihrend nun stets H* < J #
g

ist und dem infinitéiren Verhalten mach auch J” < K? zu erwarten wire,
ist in Wahrheit nicht einmal H® < K’, sondern K? mit H* und J F stets
unwvergleichbar.
Denn zundchst kann nicht K’ 2 H sein. In diesem Fall wire
(n'+1)9" oder
py =" (1= 9) = (1 —8)fr 0"

% J. Liouville, Détermination des valeurs d'une olasse remarquable d’inté-
grales définies multiples, Journ. de Math. (2), 1 (1856), 8. §2--88.



92 F. Hausdorff.

eine C-Folge, also
=B (1 = D) [B™ (1 = 9)"] == ™ (1 — 9)" [m — (m + n) ).
Nach (&) miiite
»
M, = (7)o" (1 = 9)" " m—p9
m=0
beschrinkt sein, wihrend nach bekannten Abschétzungen der Wahrschein-
lichkeitsrechnung R
M,  \/20(1=9)
Vo =
Es ist auch niemals K7 Z H® denn durch Erhebung in eine hmlanghch
hohe Potenz wiirde man X”"’ = H™ > H erhalten. Wegen J” > H*® ig
auch nicht K7 J". ’ )
Andererseits ist natiirlich auch nicht K" 5 J . denn e~#Vatyn ist
gewi, da es mit # nach oo divergiert, keine U-Folge. Um so weniger
ist K¥ X H® Daher ist K7 mit H* und mit J” unvergleichbar.
Wihrend hier #" noch wenigstens eine C-Folge war, kann diese Eigen-
schaft bei noch stérkerem Verschwinden von lim 4, auch ganz verloren
gehen. Wir wollen z. B. zeigen, daB 1 :n! keine C'-Folge ist.
Aus (10) erhdlt man

p(2) =2 (—1)" /«tw = 6””2/«60,"5,"

n

und durch Erh6hung der Indizes um m

(— l)m(p(m)(z) -.._-—2(-— 1) ‘um"“”'n! = @R ylum L

n

z™ L, XV (m4n gmtn
(30) (1) ™ (2) = "%’ " >Mm,n(;nq:‘;,,'ﬁ
»
==6""z‘2/< >/u4m7) m;‘
»

Ist nun w, eine C-Folge, so ist nach (8) lim ( ﬁ ) Mo~ m, 5= i,n und es
mufl dann auch der Borelsche Grenzwert dieser Folge, d. h. der Limes
der rechten Seite von (30) fiir z— oo oder

Ilmzm(p(m)(z)m(-“*l)mm'lm (mma(), 1,2,)
existieren. Da dies z. B. fiir’

nl

@ () == cos Ve,

Bn= (2 my1
- M o SYE
/“n"‘“(gn_}_l)!: qf)(Z) ‘/E
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-%

nicht zutrifit, so bilden diese u, keine C-TFolgen. Andererseits sind 4

a1 ("H"ir)*m Amni® C-Folgen, und mit - miiBte aunch das Produkt
un . n 3 %+1)' 3 o aSt I
dieser drei, also ( MZ SUL eine C-Folge sein, demnach ist auch ;Ll_'_ keine.

Fir die Momentfolge (20) einer monotonen Funktion x(w) erhilt
man (0 < 9 -2 1)
paz2(1) - 2(8)]97,
so daB, wenn z(u) im Intervall ¢ < w <1 nicht konstant ist, s, nicht
starker als 9" mnach 0 konvergieren kann. Der Konvergenzradius von

2 w, ®" ist dann gewil < 1:4), und diese Reihe kann nur dann eine ganze
Funktion sein, wenn y(u) fir 0 <<u <1 konstant ist, also alle yx, bis
auf héchstens t, verschwinden.

§ 8.

Mittels geeigneter Momentfolgen kénnen wir die Héldersche Skala
zu einer logarithmischen Skala von bekanntem Bau ausfiillen, bei der
auch, im Gegensatz zu dem in § 7 Gesagten, die Rangordnung der Multipli-
katorenfolgen als C-Folgen genau mit ihrer infinitiren Rangordnung iiber-
einstimms,

Es bedeute I, den iterierten Logarithmus und

80 eny 0’ el. :’"_:1, eﬁf:r:;e’ eic—\tj E= eeff’
so daB lya fir o> e, reell, fiir @ > ¢, positiv ist. Man hat fiir
a>0, y>0:

y»—-l
(81) fdx T e == gV e @~ VI0;
0

fir ¢ > 1, 22> 0:

(32) fdy [«(z)fdx i €700 s [1g] 7 = gmtho;

fir ¢ > e, u>>

(33) f‘l“m yr(z)fd“’r(y weo L] = ek

usf. Ersetzt man o durch » -+ @, so sind also nach (24)
[n4-a]™, [Un+a)]7 [h(n+a)]™ .. [(n+a)] ™
reine C-Folgen (die Ietzte fiir yx > O, a>e), denn aus der Existenz der

iterierten Integrale folgt, da der Integrand positiv ist, die Existenz der
betreffenden mehrfachen Integrale.
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Multipliziert man (81) mit I'(y) und differenziert nach v, so kommt
J[azlogzav-1e-ss = e-vis [ (y) — I'(y)la),
0

woraus, mit Ersetzung von a durch = -+ a, folgt, daf auch

[n+ea]™"l(n+a)
fir @ >0, y > 0 eine O-Folge ist. Durch Erhebung in eine ganze Potenz
und Multiplikation mit [Z(n -4 a)]™" (2> 0) ergibt sich, daB
[n+al™ [l(n+a)]™"
fir @ > 1, y > 0 und beliebiges z eine C-Folge ist. Operiert man ebenso
an (82), so ergibt sich
[I(n+a)] " [ly(n+a)]™
fiir @ >e, 2> 0 und beliebiges % als C-Folge; sodann ist fiir g > e,
y > 0, beliebiges z und u
[n+a]™ [U(n+a)] "L (n +a)] ™"
=(n+a) " [I(n+a)]™ " [U(n +a)]) 7 [b (04 a)] 7
eine C-Folge. So fortfahrend erhilt man

(84) [n+al™[I(n+a)] " .. [l (n+a)] ™"
als reine C-Folge, falls @ > ¢; und der erste nicht verschwindende der
Exponenten y, 9,, ..., y5 positiv ist.

Ferner folgt aus (81) fiir a, b,y > 0

[aw gt o0 e
J Tly+1) @ Ty
und diese Formel gilt auch noch fiir y > —1 (y == 0). Verwandelt man.

y in —y und nimmt damn 0 <y <1, so ergibt sich also (a, b durch
n-+a, n+b ersetzt)

(n+b)'— (1 + )"
und nach Multiplikation mit (n +5)™" auch
(n+a)’:(n+b)?

als O-Folge, zunichst fiir 0 << y <1, durch Potenzierung fiir ¥ >0 und
durch Vertauschung von a, b fiir jedes y. Genau ebenso zeigt sich

(B (n+ a)]": [L(n + b))%

fir @,b>¢; und beliebiges y; als C-Folge, womit wir statt (84) die
allgemeinere reine C-Folge
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(35) Pp=[n+a] " [L(n+a)]™". .. [L(n + az)]

erhalten, falls @ > 0, a, > 1, ..., gz > e; und der erste nicht verschwindende
der Exponenten y, y,, ..., y5 positiv ist. Ist

Y= [n+017"[1(n+5)]7" o [le(n + Bi)]™
ein zweiter Ausdruck dieser Form (die Faktorenzahl kann in beiden gleich

angenommen werden), so ist ;’51? eine C-Folge (f;" aber keine), falls die
n

3
erste nicht verschwindende der Differenzen z —y, 2, — y,,..., 26 — Ui

positiv ist, wihrend bei Gleichheit aller Exponenten sowohl %}’1' wie 3/9—'5
n Ya

C-Folgen gind. D.h. die Rangordnung der ¢, als C-Folgen ist dieselbe
wie die ihres infinitdren Verhaltens.

§ 9.

Jede total monotone Folge (u,, , = 0) ist eine C-Folge, da hier («)
wegen (14) erfiillt ist. Um total monotone Folgen zu erhalten, verstehen
wir unter w(t) eine fiir £ > 0 stetige, fiir ¢ > 0 unbeschrinkt differenzier-
bare Funktion mit

(36) (—1)"u®(8) 20 (n=0,1,2,...)
und setzen
(87) Mo == 1 (1);

da bekanntlich (n 2= 1)

Fop, m == (— 1)"[u(n) (t>
(t ein Wert zwischen m und m - n), so ist u, total momoton. Wir
kommen auf diese ,,total monotonen” Funktionen w(¢) am Ende von § 10
zuriick und werden dann auch zeigen, daf wegen der hier vorausgesetazten
Stetigkeit bei =10 die Folge (87) eine reine C-Folge ist.
Die Bedingung (86) ist erfiillt, wenn wir setzen

(38) p(t)=et®,  (—1)"eW(H20 (n=1,2,3,...),

wie aus

woe=elo, p=ef(e" ), w=ef(¢” +3ee" ).
hervorgeht. Wir geben zwei Beispiele: das eine liefert einen neuen Beweis
des Aquivalenzsatzes, das andere eine Vervollstindigung unserer Ergebnisse
iiber Exponentialfolgen (§ 6).

Fiix

(A) o(t)=logI'(a—+1¢) — log I'(B+1)+ (8 — @) log (1 +1) («,f>0)
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1" (B+t) I (att)  f-a

— o' (t) = F(p+E) T T(a+t) 1+t
= S ) -5
T m+oc—|—t m ot fot 1+t

(—1)"e® (2):(n — 1)! =§'[(m+o¢+t)“”—-(m B8] (B —a)(141)™,

Da die zweite Ableitung von ¢~ " (¢ - 0) positiv, diese Funktion nach
oben konkav ist, gilt fir 0 <a < f <y

e~ o 1]
BB 1
Ly 1

insbesondere fiir y =a -1, also 0 -<f—a -1
@t =BT > (B —a)[emm — (a4-1)7")

und hierin kann man die Argumente «, § uwm m -}-f vermehren. Daher

(— )" () (n—1)1 (B —a) > 2’[(m+lx+t)“"—« (mA4-14a--8)""]— (ls—f—-t)_”
i = (e )" = (148"

und dies ist >0, falls « <1 angenommen wird. Mit EinschlieBung der
trivialen Grenzfélle haben wir also fiir

0<egl, 0Lp—-axg1
(—1)"o®($) > 0 und es ist

_ T(x+mn) f—c
o= Tigay (®T1)

oder nach Anbringung eines positiven Faktors

SIS Vit Gy

n

eine total monotone Folge, Cp—y : Oy H P2 oder

0a+7,_.1:0a_1H7 (O‘{:agl, Oé)’gl)
eine reine C-Matrix. Speziell (fiir ¢ ==1 oder y =1 — «) sind
Co:H®, H':C4y (O<agl

C-Matrizen); in Verbindung mit (25). folgt daraus, daB C,: H* und
H®:0, fir «> — 1 (normierte) C-Matrizen sind, also C, =3 H".

1) Daf diesen total monotonme Multiplikatorenfolgen entsprechen, kann man
nach einer brieflichen Mitteilung von Herrn I. Schur noch elementarer beweisen.
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Fiir
(B) o(t)= — A(t+a)" (4.-0,a20,0<ie<])
ist
(—1)" oW (t) = Ae(l - «)(2~—a).. ( ----- 1—e)(t+a)* "
.,wAaﬁgfr “; (t+ a)" "0,

also ist die Exponentialfolge

(89) g-dmta® (4>0,az20, 0<a<l)
total monoton. Prifen wir ferner

oty — A(t-+a)" - B(t+b)

und nehmen alsbald
(40) A0, B0, 0g£a<b, O0<f<exl

an, so wird
(.- 1) o™ () L'(no-a)  Aw I’(n £) Bp
‘ Iile-o) (poggyn=e T(T=F) (4 pyn-#
und (88 verlangt, dafl
B o« I'(1 -g) I'(n—a) (¢- {—b)”"
A= g L(T=o) I(n--B) (tta)™®
fir n= 1,2,3,... und ¢+ 0. Der Quotient (£-5)""": (64 a)" ™" ist
fiir ¢ - - a positiv und divergiert nach oo fiir ¢~ — a und t—co; sein
Minimum fir ¢ > - @ ist

<1; —~t )“ (=)

oL f (7’(.—-'0(.)"—'2
und unsere Bedingung ist also gewiB erfilllt, wenn fiir n==1,2,3,...

Cath . e e @ T(1=f) 1 I(n—a) (n=p)*F
BA(b “) .‘,:’; /1; [ 1 OC) (06”/1) it I'(% /3) (n___“)n—'a
Hier hat der Ausdruck rechts fiir n -»oo einen positiven Grenzwert, die
rechte Seite der folgenden Ungleichung, und daher fir n==1,2,3, ...
eine positive untere Girenze
o I'(1~f) \e-f
. Cu, /)‘»-/;e_ ﬂ [1(1__ '5 (;(:79) N
Demnach. ist.
¢~ Alnt @)+ Bone )P

unter den Bedingungen (40) und
(41) B A®b~af"" cap

Mathematische Zeltschrift, IX,
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eine total monotone Folge, d. h. von den Exponentialfolgen
e—A(M»u)"‘, e—B(n-l—b)ﬁ

die erstere die stéirkere; dabei muB also, bei Festhaltung der iibrigen
Parameter, b oder A4 iiber einer gewissen unteren Grenze liegen, und da
¢.,p fiir «— 1 nach 0 konvergiert, so riickt diese Grenze bei Annéherung
von « an 1 ins Unendliche. Allerdings sind unsere jetzigen Bedingungen
nur hinreichend, nicht notwendig; immerhin erhalten wir doch eine Be-
stitigung der uns schon bekannten Tatsache, dafl die Exponentialfolge (3¢)
fiir ¢ == 1 thre Stérke verliert.
Ahnlich wie das letzte Beispiel (oder durch Grenziibergang) ist
o(t) = — A (t +a)" + Blog (- b)
zu behandeln, wieder unter den Bedingungen (40) (die letzte durch
0 < ¢ < 1 zu ersetzen); statt (41) kommt ’
BLAb—a) e, O0<cat~ve:I(1 ~ )
Es ist also e- Aol (g, 1 )
eine ('-Folge, sobald bei Fixierung der iibrigen Parameter b eine gewisse
Grenze iibertrifit; da aber (n - c)B (n 4+ b)B bei beliebigen b, ¢ > ( eine
C-Yolge ist (§8), ist jene Bedingung iiberfliissig. D. h. die Exponential-
folge (89) ist stérker als alle C-Folgen (n - 5)"%, inshesondere als alle
Multiplikatorenfolgen der Holderschen Skala.

§ 10.

Zum AbschluB dieser Untersuchung beweisen wir noch die Um-
kehrung von II:

Satz III. Jede C-Folge ist eine Momentfolge.

D. h. wenn die Zahlen u, der Bedingung («) geniigen, so lassen sie
sich als die Momente (20) einer Funktion y (%) darstellen, die fiir 0 < » <1
von beschrénkter Schwankung ist; wir werden iiberdies sehen, daB x(w)
im wesentlichen eindeutig bestimmt ist.

Zunichst zeigen wir, daf ein im Intervall 0 < u <1 positives Poly-

nom f(u) in der Form.
»

(42) flu)=2a,um(t—u)"
m=0
mit positiven Koeffizienten a, dargestellt werden kann.
Ist f(w) linear, so hat man
) f(“)maﬂ(l——u)"f"alu‘:
wo ay=[f(0) und @, = f(1) positiv sind.
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Ist #(w) irreduzibel quadratisch,
f(u)=oc—[—-2ﬂu—+—y'u,’ﬁ (e, », oay——ﬂ2>0),

so setze man mit noch zu bestimmendem p > 2

flu) = Vﬁ](ﬁ; ) wn (1 — )P

m=0

»

. -1 o

4 2%“’“2} (f))z ~-1> w1 (1~ )P
w1

v/ p—2 - )
oyt \2(m >um M1 u)?™
[

v
2y v =0
[p(p—De+2m(p—1)8+m(m—1)y].
Der Ausdruck in eckiger Klammer
p(p—Na+m(2pf—28—y)-+m?y
soll fiir m - .0, 1,..., p positiv werden; wir kénnen ihn sogar fiir jedes
reelle m positiv machen, indem wir seine Determinante

p(p—1ey—3(2pp—26—17)
=p(ay—p") -+ P2+ Br—ay) =326+ 1)
positiv machen, was fiir hmlanghch groes p der Fall ist.

Also gestatten lineare und irreduzibel quadratische Polynome die ge-
wiinschte Darstellung, und durch Multiplikation solcher ergibt sie sich fiir
beliebige f(u).

Wir beweisen III nun zuniichst fiir total monotone Folgen u, und
schlieflen dabei den trivialen Fall des Verschwindens aller Fon, ns d. h.
nach (14) das Verschwinden von w, aus; es konnen dann auch nicht alle
Zahlen g, ,, ..., @, o ciner Diagonale der Matrix (u,, ,) verschwinden.

Ordnen wir jedem Polynom
Flw) == ot e, U~ .. 4 a,u”

e e Y R
zu, 80 hat diese lineare Funktionaloperation die Eigenschaft: wenn f(u)
wm Intervall 0 < w < 1 positiv ist, so ist M f > 0. Denn aus der Darstellung
(42) folgt

die Zahl

27
Mf'“ a’m M

'Vﬂ’"“l)

>0

", Poont

T*
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(Mf=0 wirde das Verschwinden aller ,, , ,, fir m=0,1,...,p be-
dingen). Wenn f(u) im Intervall 0 < w <1 nicht negativ wt 80 st
Mf>0. Denn e f(u) ist dann positiv, bei beliebig kleinem &> 0;
also epy+ Mf >0 und daher Mf > 0.

Insbesondere sind fiir
Flu) = (2o 50+ + 5,0") g (w) = u(@otzut ...+ z,u")’

die beiden Formen

(43) Mf= 2//”14»;. z,%, Mg= 2//“'1+kf-1 ;%

‘der reellen Variablen z,, ..., z, flir jedes n nicht negativ. Nehmen wir
zunschst an, sie seien fiir jedes #» definit positiv, so gibt es mnach der
Stieltjesschen Kettenbruchtheorie'') gewiB eine Losung des Moment-
problems, d.h. eine fiir % = 0 monotone (nicht abnehmende) Funktion
% (u) derart, daB

o= Ju"dy ().
b

Hier ist aber gewiB y(u) fiir % > 1 konstant; denn fiir 1< <8,
x(e) < x(f) wiirde
1

o= Jum (1= w)dy (w) = fum(u—1)dy ()

dy(u)—am(e—1 fdx(u

Q"n—\ <

mit m — oo nach — co divergieren, wihrend ,, , = 0 sein soll. Setzen
wir also, unter eventueller, fiir die Momente belangloser Abénderung von
z(w) fiir Sprungstellen, y (1) ==y (1-+0), so ist

1
Uy = E)f'u“clgg(u)

und, da es sich demgemif um ein endliches Intervall handelt, so tritt
der Stieltjessche Bestimmtheitsfall (Konvergenz des Kettenbruchs) ein:
das Momentproblem hat, von einer additiven Konstanten und von den
Sprungstellen abgesehen, nur eine Losung y(%). Man kann das so aus-
driicken: setzen wir y(0)= 0 und prizisieren y(u) fiir 0 << w <1 durch

) T.J. Stieltjes, Recherches sur les fractions continues, Ann. Fac. Toulouse,

8 (1894), 8. 1—122; 9 (1895), 8. 1—47. Vgl. anch O. Perron, Die Lebre von den
Kettenbriichen (Teubmer, 1913), Kap. 9. In § 11 beweisen wir Satz III ohne Be-
rufung auf die Stieltjessche Theorie.
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die Forderung des arvthmetischen Mittels

x(w)=32(u—0)+37(u+0),

so ist y (u) durch die vorgeschriebenen Momente eindeutig bestimmt fiir

0Lu<L1l. Wir wollen auch im folgenden y(w) durch irgendwelche

Vorschriften eindeutig bestimmt nennen, wenn es durch diese Vorschriften,

sowie 7 (0)==0 und die Bedingung des arithmetischen Mittels eindeutig
bestimmt ist.

Den Fall, daB die quadratischen Formen Mf, M g semidefinit werden

kénnen, kann man durch Grenziibergang erledigen. Ersetzen wir s, durch

1
“, + ”:"ﬁ =, -+ efu”du (e > 0),

bt
so ist M f durch

Mf+euff(u)clu

zu ersetzen, und wenn f(u)2=>0 im Intervall 0 <% <1, so wird dieser
Ausdruck positiv, auBer wenn f(%) durchweg verschwindet; die zugehérigen
an Stelle von (43) auftretenden quadratischen Formen werden also jetzt
definit, und es gibt eine eindeutig bestimmte monotone Funktion y (u, &)

mit
1

,U«n“"f-* ;{':i_”‘fm u“dx(u,e:).
[0
Ist 0 < & < ¢, 80 schlieBen wir aus
4 1 P
byt iy e— )y =t 5
wieder wegen der Bestimmtheit des Momentproblems auf
x(u, 8) + (e —d)u=yx(u,e),
d. h. die Funktion
g (u) =g (u,8) —du=yx(u,e) —su
hingt in Wahrheit von & nicht ab und es ist

1
,uwzbfu"dx(u).

Aus der Monotonie von y (%, &)=y (u)- e geht fiir ¢ — 0 die von
z(w) hervor. Also sind auch in diesem Falle die 4, die Momente einer
eindeutig bestimmten monotonen Funktion y (%), die hier bekanntlich nur
endlich viele Wachstumsstellen haben kann, d.h. endlich viele Spriinge
macht und sonst konstant ist.
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Also: jede total monotone Folge u, ist Momentfolge einer eindeutig
bestimmten monotonen Funktion x(u).

Eine reelle C-Folge u, ist (§3) Differenz total monotoner Folgen:
M, == &, — B,; hier sind die ¢,, 8, Momente monotoner Funktionen «(u),
B(w) und daher die wu, Momente einer Funktion yx(u)=a(u)— f(u)
von beschrinkter Schwankung. Wenn wir diese Funktionen wieder durch
Verschwinden an der Stelle u =0 und durch die Forderung des arith-
metischen Mittels prizisieren, so ist auch jetzt y () eindeutig bestimmt,
denn ist u, = oy — B eine zweite Darstellung, so ist die total monotone
Folge

o+ fn = o+

Momentfolge einer eindeutig bestimmten monotonen Funktion

w(u) =+ B (u) = a*(u) + B (u),
also g (w)=x*(u). Den in § 3 angegebenen kleinsten total monotonen
Folgen «,, §, entsprechen offenbar die kleinsten monotonen Funktionen

a(w), f{u), wobei also e(u) ~~{»~/7’(u”)w(|['dx(u)| die totale Variation

von y(u) im Intervall [0, u] ist.

Damit ist III fiir reelle C-Folgen bewiesen und iibertrigt sich un-
mittelbar auf komplexe. C-Folgen wund Momentfolgen sind identisch.

Aus der Bestimmtheit des Momentproblems ziehen wir noch folgen-
den SchluB. Es ist stets, und zwar nur auf eine einzige Weise, moglich,
in eine gegebene C-Folge g, u,, ... solche Zahlen wu ,pu,,... einzu-
schieben, daf ug, Poys s Py s eine O-Folge wird. Denn macht man
den Ansatz

1 o 1
/L%!:f’vndl,U(’U) zf"/"?d'/’(u%)m Jugdx(u),
0 0

8o ist y(w), und damit die u,, bereits durch die Momente u, mit
ganzen Indizes bestimmt, und andererseits liefert dieser Ansatz wirklich
eine C-Folge Mo némlich die Momentfolge der Funktion vy (v) == y(v?).
Ebenso 1aBt sich g, fiir alle rationalen positiven Indizes eindeutig derart
interpolieren, daf w4y, sy, thoy, Mgy, - . . Hir rationales ¢ > 0 eine C-Folge ist.

Nennen wir eine fiir > 0 definierte, fiir ¢ > 0 stetige Funktion u (f)
eine (reine) C-Funktion, speziell eine total monotone Funkiton, wenn
fiir jedes rationale positive ¢ die Folge w (0), u(t), u(2¢), ... eine (reine)
C-Folge, speziell' eine total monotone Folge ist, so folgt aus dem Gesagten,
daB es zu einer C-Folge u, hdchstens eine einzige C-Funktion u(t) mit
u(n)==p, geben kann. Andererseits gibt es aber wirklich eine, némlich
die Momentfunktion
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1!
. t t

(44) p(E) == jutdl () == fo,0 ™ <]> Mo,1t <2> Mo,g ™ «es

0
wo 7 (u) die Funktion mit den Momenten u, ist'*); denn offenbar ist u(n¢)
sogar fiir jedes #>-0 eine U-Folge, und wu(t) ist fiir £ > 0 nicht nur
stetig, sondern sogar unbeschriinkt differenzierbar (mehr noch: fiir ¢ > 0

regulér) mit
1

() - J wt(logu)"dy(u).

Einer monotonen Funktion x(u) entspricht eine total monotone
Funktion wu(#) und umgekehrt. An der Stelle ¢==0 macht u (%) den-
gelben Sprung wie y(u) an der Stelle v == 0:

(45) #(0) = g4 0) = g (- 0) ~ £ (0).

Es geniigt,, dies fiir monotones y () zu zeigen. Firt>0, 0<d<<1
folgt aus

w(0)— p(t (f+f> 1—ut)dy(u)

einerseits

p(0) - (812 (1= 8% [2(8) — 2(0)1,

andererseity
p(0)— u(8) L [700) — 2 (0)] 4 (1 — 6% [z (1) — 2(8)]-

LaBt man in der ersten Ungléichung erst §, dann ¢ nach 0 konvergieren,
in der zweiten umgekehrt, so kommt

1(0) = (+0)2 und Zg(-4-0)--x(0).

Je nachdem y (- 0)~ 5 (0) == I, = lim g, , verschwindet oder nicht,
ist die Folge w, rein oder unrein, und dies gllt offenbar zugleich fiir alle
Folgen w(nt); d.h. wir haben eine reine oder unreine C-Funktion w (%),
mit lauter reinen oder lauter unreinen C-Folgen u(nmt), je nachdem (1)
an der Stelle ¢« ( stetig oder unstetig ist. Die in § 9 verwendeten
total monotonen Funktionen s (t), die bei == ( stetig angenommen waren,
gind reine C-Funktionen undliefern reine C-Folgen u,.

%) Die Reibe fiir #(¢) erhilt man durch Integration der gleichm#éBig konver-
genten Binomialreihe

wh=[1—=(1—u)=1-— (i)\u —-u)+(2> 1 —u)—
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§ 11.

Der Satz IIT oder das Momentproblem fiir ein endliches Intervall
(das man ja linear auf das Intervall [0, 1] transformieren kann) 1Bt sich
auch ohne Berufung auf die etwas verwickelte Stieltjessche Theorie und
ihre Vorstufen (Tschebyscheff, Markoff) in nahezu élementarer Weise
behandeln. Wir zeigen zuerst, daf eine .total monotone Folge Moment-
folge einer monotonen Funktion y(w) ist, fiir die wir einen #uBerst ein-
fachen Ausdruck geben, sodann, daB diese Funktion eindeutig bestimmt ist.

Aus der Identitdt

L\{}'e

(2)um (1= w)?™™ (m — pu)® = pu(1— u)

il
=

m

schlieBen wir (0 < u L1, 6> 0)

pu(l~—u)= }“’( )um(1~-u)’° " (m — pu)®

2w 3 (D)urt-

(2 unta— e g2

m o psi
wo die Summe 3 nur iiber die Werte m mit |m — pu| = pe zu erstrecken
ist. In der Sprache der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist dies die einfachste
Aussage des Gesetzes der groBen Zablen:. wenn ein Ereignis die Wahr-
scheinlichkeit % hat, so konvergiert die Wahrscheinlichkeit, daB seine
relative Haufigkeit % bei, p Versuchen sich von % um mindestens (weniger

als) & unterscheide, fiir p—co nach 0(1). Hieraus folgt iibrigens sehr
einfach, daf fiir eine in 0 < u <1 stetige Funktion g(u) das Polynom

061= 3] () e = (5)

Mm=0
gleichméBig nach g (u) konvergiert*®).
Nun sei 0 L &<y, n—E==2¢. In jedem der beiden Fille
m é PE: 5 '"+" & g U,
" 2 y/r n—e é\é w

13) 8. Bernstein, Démonstration du théoréme de Weierstraf, fondée sur
le caloul des probabilités, Commun. Soc. Math. Charkow (2) 18 (1912), 8. 1-2,
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ist auch 'm — pu, = pe, also

S (Huma-wp <020 e e gus),

mSpk pe

(46) 7 p-m - (1 —w)
3 (2)un= w0 £4 050 0gusgs o
moen

und wenn wir in der zweiten Gleichung die natiirliche Zahl p durch eine

andere ¢ ersetzen und 7 = min [p, ¢] nehmen, so ist ¢m ganzen Intervall
1<u<l

-t 1..
S (E)umt—uy 4 3 (umia w1 25
mgﬂﬁ m)*q;/
oder

(47) 2( )umlmu Z<q>um(1——-u) ”‘__g_J;;;“).

m <L gy

er machen nun wie in § 10 den Ubergang von einem Polynom
f(u)=0 zo dem Ausdruck Mf 2> 0. Setzen wir

oy () =2 (1) tmpems 9 (w) = lim g, (u),
( 48 ) < p:. -
s > ( )ﬂm p-m>  W(u)=lmy, (u),

mi;p'u
so liefert (47)
v (8) — @ () £ 25
Hieraus folgt fiix ¢ o0
vy (5) S o (n)+ 4

und sodann fiir p-—+oco (
v(£) S e(n) (0L E<y L),

pE) L) o) Zyv(n).

Beide Funktionen sind monoton; la8t man 5 nach & oder & nach % kon-
vergieren, so kommt

pE)Ly(E)So(E+0), w(n—0)Lo(n)Lu(n),
und durch Wiederholung
E+0)=y(40), en—0)=v(n—0)
Beide Funktionen haben also im Intervall [0,1] dieselben Stetigkeits-

stellen und an ihnen die gleichen Werte. Da, wo ¢ (u)=1v(u), also
mindestens an den Stetigkeitsstellen, ist nach (48)

49) @(u) = lim @, (u), y(u)=1liny,(«);

also offenbar
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wir wollen noch zeigen, daB diese Beziehungen im ganzen Intervall gelten
und daB @ (u)=w(u) fir 0 < u <1, auch an den Unstetigkeitsstellen.
Zundchst ist an den Intervallgrenzen

(0) = ¢(0)=0,
‘pp (1) = Mo T My, 05 @ (1) = py — lim My, 45
¥ (0) = g, > p (0) = lim
(/)p(l)"—' Has 1/1(1)::»-//,0.

Sei sodann 0 << & <1 und f(u) ein fir 0 L » L1 nicht negatives
Polynom; ¢ sel so klein gewihlt, daB, bei vorgeschriebenem ¢ > 0,

flu)=f(§)—o fir ju— &L 26 Dann ist, wenn die Summe 2 > iiber
die Werte m mit {m — p&| < pe erstreckt wird, im ganzen Intervall

- 1
F(8) 3 (2)um (1w < Flu) 4 o4 F(£) L5,
derm fir 0 <u<LE~ 26 und &-+2e w1 st z‘gu(lmu):ps“,
und fiir &—2e <u<LEF26 ist X1 und F(E) L F(u)to.  Aus
dieser Relation erhalten wir durch die Operation M

7 () [(Pp(f"l—l“)“'l/)p(f——e)] S Mf+ ouy -+ F (&) My

pe¥’
also fiir p—o0

FEpE+e)—w(E— )< Mf+op,
und, also, wenn (p(u) an der Stelle & den Sprung
PE+0)—p(f—0)=p(§+0)—y (&~ 0)
f(&)o< Mf
fir jedes Polynom f(u)z> 0. Insbesondere fiir f(u) == um™(l— )™
(50) O™ (1= 8)" <ty
und dies besagt, daB die Folge
p, — 8"
total monoton ist. Ihr entspricht an Stelle von ¢, (u) die monotone

‘Funktion
, (u)— 8 2/7< )Em E)pﬂm_

m<pu

macht:

Die mit ¢ multiplizierte Summe konvergiert fiir p-— oo, wie wir bereits
wissen, naeh fir wxs&; iberdies aber konvergiert sie nach g fir u==¢,
denn die Wahrschemhchkelt, daB bei p Versuchen die relatwe Hiufigkeit
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eines Ereignisses, von der Wahrscheinlichkeit &, unter oder iiber & liege
konvergiert nach

Ll

(dasselbe gilt von der Summe A}_,’ statt ‘_,}7 > An Stelle von @ (u), y (%)
m<pu mpw
treten also die monotonen Funktionen

puw), @&)—350, o@(u)—34,
p(u), (& —308, y(u)—30

fiir w< &, w=£&, w>§&. Diese aber sind an der Stelle & stetig, da der
linke Grenzwert @ (& -- 0) mit dem rechten ¢ (&--0) — J iibereinstimmt,

=

und sind also auch an dieser Stelle gleich; demnach ¢ (&)= yw(£); zu-
gleich erkennt man, daf}

P(E)=3p(E—0)+p(&+0).
Also: die Gleichungen (49) gelten fiir 0 <L u <1, und fiir 0 << w << 1 ist
(51) ()= yp(u)= yo(uw-—0)-+Lto(u-+0).

Da nun die (monotonen, also im Riemannschen Sinne) integrablen Funk-
tionen ¢, (u) gleichmdfig beschrdnkt sind (0 < g, (u) < py) und nach
der integrablen Funktlon ¢ (u) konvergieren, so konvergiert bekanntlich

J ¥, (w)dw nach f ¢(u)dw, ferner

1 1
f% (w) ub=t dw— [ ¢ (u) Wb du (k=1,2,...)
0 [¥]

und wegen

: 1
J wbdep(u) = (1)~ k[ og(u)ur—rdu
0 i

1 1
Ju"dqop(u) -«»Jukdcp(u) (k==0,1,2,...).

Die linke Seite ist leicht zu ermitteln: die streckenweise konstante

Funktion ¢, (u) macht an den Stellen ;u? die Spriinge <£) Hm,p—m
(m=0,1,...,p~1) und es ist
1

Jutdr, )= 3 (2) (2 s = 31 (2) (2o =
ma= =

0
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Hier konvergiert der Minuend nach u;; denn es ist

B () o=, ()27 maa

= (‘;:) E<If;n.k>/~%+m,p-—k—m == (f)/"&::

4 .
MM m{m—1) . (m k+1)
ﬁ(m) p

M p - m T Mk

woraus die Behauptung der Reihe nach fiir k= 0,1, 2, ... folgt. Also ist

1
Jukdg(u)= po —limpy o = s, — [9(1) — 9(1)]
und definiert man daher die Funktion z(w) durch

200)=0(0), zlu)=y() fix 0<uxl,

1
so ist [uhdy(w)=pu,, z(u) eine Losung des Momentproblems. Nun ist
0

noch umgekehrt die Einzigkeit der Losung zu zeigen. Setzen wir dazu

1
== u"d y(u) voraus, so folgt aus der ersten Gleichung (46)
]

Er

<f+f> >7 u% (L—u)"""dy(u)

9 5‘|‘F m<~1’~..
Ste

Sfdz —}—f’fﬂff dyuw) < (&) -+ 1

pet
~.+P

(% (0) = 0 angenommen) und daraus fiir p—cc,> sodann &— 0

(&) L2 (E+0);

ebenso aus der zweiten Gleichung (46)

®(n) 2(n—0).
2(u—0)<o(u) Ly(u) Lx(uw+0)

und hieraus wie frither

2 —0)=@(u—0)=p(u—0), z(a+d0)=g{ut0)=1y(u-+0),
wegen (51) auf Grund der Forderung des arithmetischen Mittels also
() =@(u)=vy(u) fir 0<wu <1, wihrend »(0)=0=¢(0) und
2(X) = py =1 (1) ist; y(u) ist mit der oben’ gefundenen Lésung (52)

Also
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identisch. Also: das zw einer total monotonen Folge (oder C-Folge)
gehorige Momentproblem hat, durch y(0)==0 und die Bedingung des
arithmetischen Mittels prizisiert, eine und nur eine Lésung, ndmlich

1(0) =0, z(1)== pg,
Z(’ll;) ] llpm 2] <’£) Mapp ~ m == ].lﬂnl Z (£> /lm,p—'m

m<pu m<pu
fir 0 <u<<1.

Etwas allgemeiner ist
z(u)=lim ¢, (u,) (0<u<l),
wenn u, derart nach u konvergiert, daf Vjo(u)-gm u)~—0; ferner gilt

wenn m mit p so nach oo divergiert, daf Vp (;" - u>~>0. Den Beweis

dieser Behauptungen, mit Benutzung der Stizlingschen Formel, wollen
wir dem Leser iiberlassen.

( Bingegangen am 11. Februar 1920.)



