Summationsmethoden und Momentfolgen. 1I.
Von

Felix Hausdorff in Greifswald.

In der vorangehenden, gleichbetitelten Arbeit, die wir als Note I.
zitieren, haben wir das. System wverfauschbarer linesrer Substitutionen

V oder A =-la

P i _}J z‘p, i a’m

m
betrachtet, deren Matrix

Ao g
durch eine numerisch feste, aus Binomialkoeffizienten gebildete Matrix
¢ in eine willkiirliche Diagonalmatrix ;¢ iiberfithrbar ist. Wir ordnen jetat
jeder (geeigneten) Folge reeller Zahlen #, eine Matrix ¢ und das ent-
sprechende System S(#,) der Matrizen 1 zu; das in Note 1 behandelte igt
das System §(n). Wenn die Elemente s, von n die Momente

o= () pu(8) = Jutdy(w)

einer Funktion beschrinkter Schwankung sind, ist 1 eine C-Matrix, d. b,
fithrt jede konvergente Folge d,, in eine konvergente Folge 4, iher; und
hiervon gilt unter gewissen Bedingungen auch die Umkehrung. In ver-
schiedenen Systemen §(2,) entsprechen einander die zu gleichem #(w)
oder u(t) gehérigen Matrizen; es gibt z. B. in jedem System Clesirosche
und Haldersche Matrizen, die bei gleicher Ordnung dquivalent sind, nebst
Matrizen logarithmischen und exponentialen Charakters, die die Héldersche
Skala ausfiillen und verstirken.

§ 1
Interpolationsformeln,
Es sei ¢, (p=0, 1, 2;...) eine Folge paarweise verschiedener Zahlen,

& Byt = (8~ 1) (1= 1) ... (1= 1,),
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w, eine beliebige Zahlenfolge,

) Bty - um (],(t)

/114) - 2
e (/)

das Polynom vom Grade < p, das an den Stellen g, ..

Hos - - (4, annimmt, und der Diﬂ?erenzenquotient
(g) (Mﬂ g vo s /‘];) e \7 //m
t() tl et t[? ‘é—" (p (tw)

gein hochster Koeffizient.
gleich (’ 0

Da o (t) i ‘/i,__](t
) gy (1) st folgt
" r

O
22 “'l"Wl
2\ t,,,)(t“

memg 077

\'7 My - K"’mk
<m ) e (8),

(4) f(0) = W) (=1,

wobei ¢_, (¢

die Wertpaare {,,, s, in umgekehrter Reihenfolge, so wird
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3, die Werte

) durch @, (8) teilbar, also

A — twt)

)m 1, fo( )= 1y, (’;“) = 1, Zu setzen ist. Verwendet man
0

(5) fo(8) = "(’;’,’j,,j’éjj)(t——tp)(twtp_l)...(t—t.,,m)
wesl)
- \7(/lm “I/) q?,,(t).
a0 bn - ) (D)
Wir setzen nun dauernd, fiir m < p,
(6) ;‘p. m (lé:i /;:) (tu -1 )(to '"" tﬁ“‘l) s (ta - th)
. <[Am [Ll,) ‘l‘p ()
S\ g, (t)’
speziell
2,1,, r o /up7
hingegen, fiir'm > p, 4, ,, == 0; die Matrix .
dog 0 0
Ao by 0
R (B )= | %0 A2 doa <o},

e

aif deren Betrachtung wir hinaus wollen, hiingt aufler von den u, nur
19% :
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von den Differenzenverhiltnissen der ¢, ab und bleibt ungeindert; wenn
man’ §, durch af, b (a=0) ersetst.
Aus (5) folgt fiir ¢ = £,

»
“ )
(\7} /_{_\/ z‘p, m = g -

mz
Sei fiir den Augenblick g, (¢)~==f (t’;’l‘ ’;j":i) in der obigen durch
(2) erklirten Bedeutung. Aus '

o = 1,0 = =t 4 (5 8)

. t]f+1
Fores (8) = g,(8) — (/;s AZ:;)(; —t) () (=)
folgt
fp (t) - gz)(t) e (lt: ﬁ:i?)“‘? - ty +»1)(t""" b)) (¢ tp-)’

also fiir den Koeffizienten von t”
flo a8y} B ) . WMy e gy
(to... t,,> <t, t,,.“> (b~ 2, 14) <t0... t,/“,)’
mit anderer Bezeichnung
Hm - «”/a) - — </“m s My Mo a0 0 My g 1)
<t,,, St (b = 2 4) b - t,,;,\) g (f,,, I
und mit (& —4,.,) - (b —t,)(§ — #,.4,) multipliziert:
(8) (tp+1 - to) Z'p, m (tp+1 - tm) ]'p 4, m “iw (t'm P17 t()> '11) 1, m L
Dies nennen wir die Rekursionsformel; sie gilt allgemein, auch fiixm > p.
Sind die #, reell, a die kleinspe und b die groBte unter den Zahlen

ty, -+, t,, und ist die reelle’ Funktion s« (¢) fir @ ¢ < b stetig und fiir
a <t < b p-mal differenzierbar, so ist

8 S S ESEION

wie man durch wiederholte Anwendung des Rolleschen Satzes auf
f, () — p(¢) erkennt; ¢ ist ein gewisser Wert zwischen @, b.

Wir haben diese bekannten Dinge zur Bequemlichkeit des Lesers und
zur Einfithrung unserer Bezeichnungen hier zusammengestellt.

§ 2.
Total monotone Folgen.

Die reelle Folge u, heifle beziiglich der reellen Folge ¢, total monoton,
wenn stets

(10) (=0 () 20 (0<m<p)
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Dies wird mit
(1‘1) }’) P13 2 ()

gleichbedeutend, fallg t, >4, (p=1,2,...), wie wir kiinftig voraussetzen;
ohne Einbufie an Allgemeinheit kann-

(12) fy=0, #,>0 (p=1,2,...)

»
angenommen werden. Insbesondere ist 4, , ==, > 0; mit Ausschlufll des
Falles =0, wo alle 4, ,, nach (7) verschwinden, werde u, > 0 voraus-

gesetzt. Wir behaupten nun:

" Batz 1. Wenn die Folge ¢, den Bedingungen (12) gendigt und 1,
bezdiglich 3, total monoton isl, so ewistieren die Gremzwerte

(13) Z, limlp,m
wenn -}-/t divergiert, ist I, ==1,= ... =(.

p=1

Denn aus der Rekursionsformel

(14) )“ 0 lp +1, m (;tm+:l'q'p+1, mot 1 w'tm&u-ﬂ,m)”;‘v'#"] ,
folgt mit
(15> Ap, mmlp,(.‘"I" e +}“L;, m
(\16) ‘Ap, m Ap+1 me tm+1£’p+1, mAL - tp+1'

Nach (16) ist 4, ,, = 4,,, , =0, also existiert L, = lizx;n 4, ., und

folglich auch I, == Ly — Ly (I, = L;). Ferner ist, ebenfalls nach (16),

14,
2 2L 7t: konvergent, und wenn zw—w divergiert, kann hm L
f,,+1 1 ,

»
==, ., hicht von 0 verschieden sein.
Nehmen wir an, dafl #, den Bedingungen

ty=0, & >0 (p21)

4

(17) 2’27%; divergent, ¢, —»co

geniigh (von denen die letzte an verschiedenen Stellen des Folgenden ge-
mildert werden kénnte, vgl. Anm.')). Nach T ist dann in einer be-
zliglich ¢, total monotonen Folge jedes Glied u, (p (p = 1) sowie w, — L, durch
die folgenden eindeutig bestimmi, natiirlich bei gegebenen #,. Denn man
hat bei Hervorhebung des Anfangsgliédes.in' (6)

VR o Mo
ﬂ:p’ L ( 1) tm+1 e t L“m"’tm-}-l) (tm“’”tp) + ]

By m-‘i’tj...(;;-f;) PRI

tm “+ 3
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also fiir p-— oo '
0 = lim [u,, + ...] (mz1)

Iy==lim[p, 4+ ...]
was die Behauptung. beweist.

§ 3.
Total monotone Funktionen.

.Die fiir >0 definierte reelle Funktion n(¢) heille fotal monoton,
wenn fiir irgend p - 1 verschiedene Werte #,,¢,,..., ¢, (2 0)

pa(f) () o w(bp)) -,
(=1 ( £ooh tﬁ)ﬁno
oder, was dasselbe ist, wenn jede Folge u(#,) beziglich ¢, total mono-
ton ist.

Satz II. Wenn die Folge t, den Bedingungen (17) gendigt und #y
beziiglich t, total monoton st so gibt es eine und nur eine total mono-

tone Funktion 1 (t), fir die 1((3,) = u,.

Zuniichst kann es nur eine einzige solche geben. Denn ist ¢ = ( ein
von den ¢, verschiedener Wert mit u ()= u, so ist die Folge u,, u, u,,
TR . total monoton beziiglich der Folge %,, ¢, ¢,, %,, ..., die ebenfalls
den Bedingungen (17) geniigt, also u durch g, u,, ... eindeutig bestimmt
(natiirlich als Funktion von ).

Um andererseits eine Funktion u(#) wirklich nachzuweisen, zeigen
wir zuerst, dafl die Interpolationsformel (4) sich auf alle Wertpaare der
Folge ausdehnen 1aBt, d. h. daB

(18) F(t)=Tlim £, (¢ wz’w-- ) (b= t) . (b )

fir £ > 0 konvergiert'). Man hat fiir p>n > 0

1) Solche Reihen sind mehrfach untersucht worden, z B. J. Bendixson, Sur
une extension & Pinfini de la formule d’interpoldtion de Grauss, Acta math,, 9 (1887),
8.1-34; BE.Landau, Uber die Grundlagen der Theoric der Fakultitenreihen, Miinch,
Ber. 36, (1906), 8. 151—-221. Unser f(t) ist ibrigens fir Rt >0 konvergent und
regulir, wie aus leichter Umformung des obigen Konvergenzbeweises hervorgeht.
Ersetet man die letzte Bedingung (17) durch lim#,=72>0, so lefert (18) eine fiir
0 <t <7 total monotone, fiir | £~ | << = regulire E‘unktlon, vgl dazu 8. Bernstein,
Sur la définition et les propriétés des fonctions analytiques d’ une variable réelle,
M&th Ann,, 75 (1914), 8. 449468,
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fp () — £, (1) —‘Z (l:‘ﬂ #:> F—15) - (b tues)

m=n-1
......21 t()'_t (tn:1—t)
el T

»
S - ) Sl 8 =)

Ist ¢>> 0 und n so groB gewdhlt, daf ¢ -_4%,, £,.4, ..., so hat die
letzte Summe lauter nichtnegative Glieder und ist mit

(1= ) 1= )= ) (m 2 %)
gleich ] "; '
Dm0 (tmet — ) S i D, (Tmes — )
m=nt1 Mm=n+1
= 1”‘0 (T'n — Tp)

t
é o Ty = [y <1 - t;> 3

womit ihre Konvergenz fiir p — oo und die von f, () nachgewiesen ist;
iiberdies ist

(19) ) — S ml0=2) . (- 1)

(fur ¢t <tp, tpgry - - o)

Um sodann f(¢) als total monoton nachzuweisen, verwenden wir die
zweite Darstellung (5)

(20) -mgypm( mﬂ)u.(y—%y

m=20
» n~—-1 ? n-1 .
Zerlegen wir Z’ in )_7 -+ 2,7 ; bei festem n 2> 1 konvergiert 2(: fiir
=0 m=0 me=n ma

p — oo pach 0 oder f,, je nachdem # >0 oder ¢ =0, oder nach 1,0,
wie wir mit ersichtlicher Verabredung sagen wollen. Demnach hat auch

mzum@~~0~@“g

m=n m}-L ‘B
fiir p — oo einen von m unabhingigen Grenzwert g(¢)= li;n g,(8). Ist

nun @> 0 und % so groB, daB a < #,41, fpsz, ---, 80 ist offenbar 9,(t)
ein Polynom in ¢ —t mit nichtnegativen Koeffizienten, woraus fiir
k=0,1,2,... a2
(—1)" g, 20 (t<a)
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folgt; mit Erinnerung an (9) ist also fiir £--1 verschiedene Werte
Ty, -+ T, des Intervalls 0 Lt <L a
(.w,])"’(gp(ro) e G Tk)) 0

Ty von T
und. fiir p — oo

klg(ry) .. (rh\\
SRMSRAD TS
d h ¢g(3) ist total monoton (fux 0<Lt<La, dh fir ¢ 220, Da auch
07 total monoton und I, >0, so ist f(t)= l,-0°+ g (¢) total monoton.,
Damit ist IT bewiesen, die fragliche total monotone Funktion ist durch
(18) gegeben.

§ 4.

Momentfunktionen.

Mit einer fiir 0 <% <1 monotonen, fiir wachsendes = nicht ab-
nehmenden Funktion y (%) bilden wir das Stieltjessche Integral

(21) p(t) ;tjj'u‘dx(u) (£ 0)

und nennen dies eine Momentfunktion. ' ist hierbei als stetige Funktion
von u gedacht, auch fiir ¢=0, also %=1 auch fiir % - 0, so dafl wie
vorhin 0°=¢ fiix >0 zu setzen ist.

Fiir ¢ > 0 ist w(#) unbeschrinkt differenzierbar mit

(22) u® (8) =f%t(10gu)'°dx(u),

so daf (— l)k/i(}”)(t) > 0; an der Stelle t==0 ist die eventuelle Unstetig-
keit von () dieselbe wie die von y(w) an der Stelle w === (), niimlich?)

(23) p(0) = p(+0) =2 (+0) —z(0).

Fiir die Integralwerte sind die Werte von z (%) an den Sprungstellen
zwigchen 0 und 1 und die Hinzufiigung einer additiven Konstanten belanglos;
wir prazisieren daher y(u) durch die Anfangsbedingung y(0) == 0 und die
Forderung des arithmetischen Mittels

g(u)=3x(u~+0)+3x(u—0) (0 < w=<1)
und wir wollen sagen, daB y(u) durch irgendwelche Vorschriften eindeutig

bestimmt ist, wenn sie durch diese Vorschriften unter Hinzunahme der
eben genannten eindeutig bestimmt ist.

%) Vgl. Note I, Formel (45). Auch das Integral (21) ist oft untersucht worden;
es existiert und ist regulir jedenfalls fiir ®¢> 0.
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Satz III. Jede Momentfunktion ist total monoton, und jede total
monotone Funktion ist Momentfunktion einer eindeutig bestimmien mono-
tonen Funktion y(u).

Ist die Momentfunktion wu(f) bei -=0 gtetig, so ergibt sich ihre
totale- Monotonie unmittelbar aus dem Vorzeichen der AbIeltungen (.ﬂ)
ist sie unstetig, so ist' sie gleich einer stetigen Momentfunktion plus ,-0°;
wo I, 7 0 der Sprung (23) ist, also ebenfalls total monoton.

Sei umgekehrt f(¢) total monoton; dann ist die Folge f(n) beziiglich
n total monoton, d.h. im Sinne der vorangehenden Note T schlechthin
total monoton, denn fiir {, = n ist

Ap,m = <f;> M, pmm == (,ﬁ) Sjn(—‘ 1)n (p ;m) Hmin -
n=

Nach den dortigen Entwicklungen § 10, 11 gibt es also eine, ein-
deutig bestimmte, monotone Funktion y(u) mit

f(n) = [u"dz(u).

Bilden wir mit ihr die Momentfunktion (21), so sind £(¢) und w(#) beide
total monoton und x(n)==f(n), und da die Folge #,==n von der Art
(17) ist, so muB nach Satz IT u(#) = f(#) sein, womit III bewiesen ist.
Aus II und III folgt nun unmittelbar:
Satz IV. Wenn die Folge t, den Bedingungen (17) gendigt und .,
beziiglich t, total monoton ist, so st

c%—

(24) Y= | " dy (u)

die Momentfolge (mit den Ewponenten t,) eimer eindeutig bestimmien
monotonen Funktion x(u).

Umgekehrt ist natiirlich jede Momentfolge (24) beziiglich der Ex-
ponentenfolge total monoton, auch wenn diese nur den Bedingungen (12)
geniigt.

Fiir den mit (24) gebildeten Grenzwert I, == lim 1,0 folgt
(25) Iy = (0) — u(+0) =z (4 0) — £(0).

Denn nennt man den Sprung (28) zunéchst A;, so kann man so schliefen:

Einerseits ist py -~ by, ,ug, ... noch eine total monotone Folge (dxe
zugehorigen 4 sind Apo — los Agm filr m 2> 1, also mch’onega.mv), sle gehdrt
zu einer monotonen Funktlon x( ) — I,sgu und diese macht an der Stelle

=0 den Sprung A, — I, > 0, oder auch:.sie gehdrt zu einer total mono:
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tonen Funktion s (#) — ,-0° und diese macht an der Stelle = 0 den
Sprung 1, - [, & 0.

Andererseits ist y(u) — A,8gw% noch eine monotone (hei u = 0 stetige)
Funktion; ihr entspricht eine total monotone Folge ¢ - 44,000, iy, ..
und fiir diese ist der dem I, entsprechende Grenzwert [, — 1,2 0. Zu-

sammen ergibt dies: I, - 4,.

§ 5.

Umformungen; Bestimmung von y (w).

t, gepiige den Bedingungen (17) und s, sei beziiglich ¢, total mono-
ton, so daB (18) die zugehdrige Momentfunktion darstellt. Betrachten wir
insbesondere, bei festem % (0 < » = 1), die Momentfunktion u(#) = u’ (das
zugehorige z(w) macht an der Stelle u den Sprung 1 und ist sonst kon-
stant); die zugehdrigen 1, , und £ (¢) seien

p,m
. - whmo L u'lp
(20) lp,m(u’)mf(mly mtriz-Fl"’tl)< b o+ t/;>’
7 ¢ 4
(27) A-}-/ P, m ( - t”,+,1> e (1 tl')
o >>'“’7 <u'° ulm> ¢ 1) P \
Mw”‘:.:/ to v m ( i "‘(. mwl)'

Es ist also lim f'z,(t,u) = ¢, und aus (19)
»

= 1, (tu) | < | (1~ : o (1- 5

t,

was fiir hinreichend groBles p (¢ Nty,tpﬂ, ...) gilt, schlieBen wir, daB

diese Konvergenz, fiir gegebenes t > 0, in 0 < » < 1 gleichmaBig ist, oder
daf die Reihe

to by fo0T0 g1t gt
w1 ) () ) e ) £
bei gegebenem ¢ > 0 in 0 < u < 1 gleichmifig konvergiert (fiir £ 0 er-
hélt man 1 =1+040+4 ...). Es laBt sich also wuf, insbesondere

1, %, %% ... und daher jede in [0, 1] stetige Funktion g(u) durch lineare
Aggregate von wh(==1),uh,u", ... gleichmiBig approximieren®).

% Ch. H. Miintz, Uber den Approximationssatz von Weierstrafl, Math.
Abh., H. A. Schwarz gewidmet, Berlin 1914, 8. 808—812; 0. Szédsz, Uber die
Approximation stetiger Funktionen durch lineare’ Aggregate von Potenzen, Math. Ann.,

77 (1916), S. 482—496. — Fiir ¢, = n wird m=1-(1-%)(”1> +(1-u)"(‘2>—

einfach die Binomialreihe fiir {1 — (1 —u) |’
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Wir wollen noch die nach 4« (#) konvergierenden Funktionen f, (¢)
durch andere, teilweise bequemere ersetzen. Sei zunichst (nur in diesem
Paragraphen, abweichend von (1))

P O
(1= Sy e BT
m==0

Bei festem ¢ > 0 sind diese Funktionen fiir alle p in gleichem Grade
stetig (également continues); denn fiir £ > A > 0, « > 0 ist

0 < e—nt — e—«{t+h) < e~ tgh e };’ R

h
—~g(t—h) . o0l re e
O<e e ‘&:t—_h:
also

“h
lp, (t£R) ~ 9, (8)| < 1oy -
Hieraus folgt, daf
p(t)=lime,(¢), ¢(t)=lme,(?)
{die, wie @ (1), zwischen 0und u, liegen), fiir £> 0 stetig sind.
Allgemeiner sei

v
D, = 2 Ay Emt e Eps

m=)

worin g, == e”7'% (wenigstens schliefilich, so daB endlich viele & , < 0 zu-
gelassen werden) und 7,—¢ > 0. Dann ist

P=limd, =g¢(t), P= lim &, = H(t).

Denn wihlen wir, ¢ > b > 0 gegeben, n so groB, daB firp > n ¢, =e~ %%
ist und 7, zwischen ¢ = h liegt. Sei

» ? —t(——-—1--+...+f-1)
* o\ 02 Z’ ] tm -+ 1 '
¢l’ i Z Ap;m oy 61“ Pp (t) - AI’,’" e :

b, — @, und @, (t) — @5 (t) konvergieren nach 0, ferner ist
g (t+h) S P S5t —h),
p(t+h) S PLp(t—h)

und, fiir A—0, P = @(¢), ebenso D = §(t).
Wir. bemerken noch folgende Abschitzung:

also

n—1

\7 t
(@pm ¢;‘§ﬂ02'8m+1"'6p§
m==0
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-1 uwt(...j o 1 )

(8 g () Sy De i (
=0
" h
A (Pp o (/v ! = ”0, e

Wenn die ¢, nicht von den s, abhingen (sonderﬁ nur von den ¢, und ¢),
80 kann man also, von den u, unabhingig, erst b so klein, darm das zu-
gehérlge n und dann Py so groB wiihlen, dal bei vorgeschriebenem & - ()

(28) i l)p qﬂ})( )K < ”()1' (})":zp())

Unter den d’)p befindet sich, nach (20), insbesondere /'11( fymib g, w1 - : ,
V3
und da hier lim 7, (¢) = pu(#) existiert, so existiert allgemein @ - lim ¢, und
@(t) == lim ¢, (%), immer gleich 4« (#). Ein anderes, fiir uns zweckmifBigeres
&, wird durch
1\ -¢

4
]

also mit Einfihrung der Bezeichnung

¢ . - L] 1
(20)  Dymdot ot dy= (14 ) (1)) (D, 1),
aus der umgekehrt
(30) yp:::z.Dl,.wl‘:dp (Dmlmm O)
folgt, durch
/I
. _____ \7 D"I !
(31} P, ( ) ”M":_/_l/) )'p m <[)p>
erbalten; indessen konute man allgemeiner
13
= (14 1) (8> 0)
&, == ( ] - ﬁ,,) (ﬁzﬁ =0, B, —1)
u. dgl., also in (81)
1
. A LAY
=) (s D))

D= (18 (14 ;’;P)

u. dgl. setzen. Alle diese @, (1) konvergieren nach w(f) fiir ¢ > 0, aber
auch fir == 0.
Nimmt man wieder die Momentfunktion w!, so wird- aus (31)
4
(32) b, ()= v u() (%)

e zJ
m0 ' D),
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und dies konvergiert nach %?; aus ( "8) folgt, daB &, (¢,%) — f,(¢,u), bel
gegebenem ¢ > 0, gleichmiBig in % nach Null und daher D, (t,u) glelchmaﬁlg
nach u! konvergiert. (Fir {=0 wird 9 (¢,u)=1.) Hieraus erhalt man,
mit Durchgang tber Polynome in u, fiir jede in {0, 1] stetige Funktion
g(w) die gleichmifig giiltige Darstellung

p
. D\
(83) g( ) = hgnq;ﬁ.(') v, >n(u)g(151:)
und daher durch Integra,tion
3 I))ﬂ
(34) fg@tdx (u) = lim ;5 pmg<D ).

Das gibt eine, zu 1§11 analoge, Darstellung von x(u) bei gegebenen
Momenten (24). Sei

e N
y”p(“) T LY '?'p,m
Dy < Dyu

y(u)==limy, (u), &(u) m*i'iifly:p(u).
Wihlen wir, 0 < & < 5 < 1 angenommen, die Funktion g(u) gleich

1,?? :@é, 0 in den Intervallen [0, [&n] [0t

so liegt die linke Seite von (34) zwischen y(&) und y(7), die Summe
rechts zwischen vy, (&) und v, (7), also ihv Grenzwert zwischen ¥(¢) und
w(n), so dafl wir
) 2E) L), 2(n)=2v(E
erhalten. Hieraus leitet man leicht ab, daB alle drei monotonen Funktionen
2(u), p{w), ¥(u) dieselben Stetigkeitsstellen zwischen 0,1 und an ihnen
gleiche Werte

2(u) - limy, (w) =y ()

§ 6.
C-Matrizen und C-Folgen.

haben.

Zwischen zwei Zahlenfolgen a,, b, nehmen wir die'Beziehung an —
indem wir zur Bezeichnung (1) zuriickkehren —

45 s | @' (to> .
(5) a0, () (30 ) = 3 b
Da dann nach (4)
n
Plege )= Dan s

Mol (”m(t(i)
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ist, so folgt
(36) - \’ Pm-zitn)

ol 3 ’
" w‘;-{) " g (Ey)

Dieses Cleichungssystem schreiben wir in Matrizenform (vgl. hier und
zuni Folgenden den § 1 der vorigen Note)

b=ypa, a--97"'b;

die Matrix ¢ hingt nur von den f,, genauer von ihren Differenzenquotienten
ab. Mit dieser festén Matrix o und einer willkiirlichen Diagonalmatrix s
bilden wir

Lo=e g,
so daB die lineare Substitution 4 - Aa vermdge der Hilfsmatrizen b - ga,
B=pA die rein multiplikative Form B ub (B, = u,b,) annimmt.
.Diese Matrix 1 ist nun mit der bisher betrachteten gleichen Namens
identisch. Denn die Rechnung ergibt:

» n
— \7 (Z'? 1‘: ,(fj)") T XM’ ‘7’:): -1 (fn)
» o (/"//’ (&) m“""o qﬂm (to) "

. y ! (ty) \w,,._ (&)
‘I"m(to) “LA';,’” mﬂ )IL“’

3

wo nun die innere Summe = (!;w-u’;”> , also
Ymoes e by

@) (80) (#m. -ty
p,m ,,,, ({«; < [ ..t,,/>
ist, mit () tibereinstimmend.

Ist 1 eine (reine, normierte) C'-Matrix, so heiBe die Folge 1, besiiglich
der Folge £, eine (reine, normierte) C-Folge. Fiir 4, :~- n haben wir den in
der vorangehenden Note ausfiihrlich behandelten Spezialfall. Die Toeplitz-

.schen Bedingungen fiir eine C-Matrix sind

@ M= Sl M,
mws0
® L, = li;n Ap,m exigtiert,
»
Die dritte Bedingung hm ‘}J pom = b 18t wegen (7) von selbst er
=0

fiillt. Den Bedingungen («) (,3 geniigt nun, falls wieder (12) angenommen
wird, nach Satz I jede beziiglich ¢, total monotone Folge u, insbesondere
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jede Momentfolge (24) einer monotonen Funktion y(u); wenn fiiberdies
. . .
Y . . .
2/?; divergiert, ist I, - l, = ... = 0. Aus g, -« folgt dann
1

An (g — by )+ T a
und wir erhalten eine reine C-Folge fiir [, -~ 0, d. h. wenn (%) an der
Stelle w ~ ( stetig ist; eine normierte C-Folge, wenn iiberdies u, == 1.
Das iibertragt sich unmittelbar auf Funktionen y(u) von beschrankter
Schwankung und gibt den
Satz V. Wenn die Folge t, den Bedingungen (12) gendigt, so ist
die Momentfolge (24) einer Funktion y(wu) von beschramkter Schwankung

stets eine C-Folge; falls 2] tl divergiert und x(u) bei w= 0 stetig ist,
Fl n

18t sie eine reine, falls u, =1, eine normeerte C-Folge.

Bei festen t,, also fester Matrix ¢, haben wir das System S(t,) der
paarweise vertauschbaren Matrizen A == ¢~! up, wo u alle Diagonalmatrizen
durchlauft; in ithm werden durch

1
1, = (tvn) s ft (t) = fuld;{ (u)
0.

gewisse (unter Umstiinden alle, vgl. Satz VIT) C-Matrizen geliefert. Anderer-
seits werden durch gleiche y (%) oder s (#) diese C'-Matrizen verschiedener
Systeme S(¢,) einander zugeordnet, und wir kdnnen sie, genauere Be-
zeichnung im Bedarfsfalle vorbehalten, so wie die C'-Matrizen des speziellen
Systems S (#) bezeichnen, also als Cesarosche, Holdersche Matrizen usw.

. . . . 1
Nehmen wir die Momentfunktion in der Form

J(t) = fu‘ ¢plu)du
an.’ Der Annahme '
(W)= p STl (L= e (e, 2 0)
mit Spezialisierungen (f = 1 oder «==1 oder « = /3= 1) entsprechen die
folgenden Momentfunktionen und normierten C-Matrizen:

I(o+p)L(t-+6)

b .
Pgy Lot ) Curpmr: Cps
I W (t+1) 0.
It to 1) “
# Y O
o4y Iy==Cp:Opy
1 Y . o
i Iy=0Ci=
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0, ist die Cesarosche Mairiz der Ordnung « des Nystems S(¢,); die
Ordnung kann iibrigens :~ — 1 angenommen werden, aber nur « 2> ( gibt
eine O -Matrix.
Fiir die Matrix L= Iy (8 > 0) ist, wie man leicht findet,
m Btmar byt (bt ). (b 1)

oder, wenn. man”

Dy~ Nawn (1 D) (1) wap 1)

setzt: o
Apym = An(B): Dy (f).
Im Fall B: -1 erhdlt man fiir die Matrix 1 . ¢

'tp, m o Oy -D
mit der Bezeichnung (29), die Substitution 4° Ca lautet also
(37) A, =(dyay | ... +d,a,:D,.

Auf den hierdurch hergestellten Zusammenhang unserer ¢/, mit den ,ty-
pischen Mitteln des Herrn M. Riesz*) werde ich bei anderer Gelegenheit
zuriickkommen. 8(%,) ist das System der mit O vertauschbaren Matrizen.

Will man eine gegebene Substitution (37) aly 4+~ Ca in das zuge-
hérige Syqtem einreihen, so hat man aus gegebenet divergenter Reihe
Xd, die ¢, D, :d, zu bestimmen; daf diese, wie bisher vorausgesetzt
(vgl aber §8) paarwelse verschieden ausfallen, kann man erreichen,
indem man nétigenfalls (37) durch eine dquivalente Substitution gleicher
Form ersetat®).

Die Annahme

u o]
q’) (u) B ["b(, ﬂ 1 (log > ((z, ﬂ :;7 O),
sodann mit B =1 gibt die Momentfunktionen und normierten C-Matrizen
ﬂ « -y 1%
s o
1 « M «
(t‘%:,i) 0% H

wobei « die Rolle eines Exponenten spielt und beliebig sein kann, aber
nur ¢ >0 eine C-Matrix liefert. H" ist die Hdldersche Matriw der
Ordnung o« im System S(3,).

1) M. Riesz, Sur la sommation des séries de Dirichlet, Compt. rend. 5. Juli 1909;
Sur les séries de Dirichlet et les séries entiéres, ib. 22. Nov, 1909,

5) G.H.Hardy, On certain oscillating series, Quart. Journ., 38 (1907), S.269—~288;
I. Schur, Uber die Aquivalenz der Cesadroschen und Hilderschen Mittelwerte,
Math. Ann., 74 (1913), 8. 447--458, § 4.
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Der Aquivalenzsatz O~ H“ (¢ > —1), daranf beruhend, da8.
t t
p(t) = <1 -+ 5?) : (1~|—ﬂ—>

und

It 1 -
/’“(t> “““ Iétiziﬁ; (t+ 1>1 /

fir «, # > 0 Momentfunktionen sind (Note I, § 5, ¢5), tibertrigt sich un-
verindert vom System §(n) auf jedes andere, ebenso die Ausfiillung der
Hélderschen Skala zu einer logarithmischen und ihr Uberbau durch
stéirkere Hxponentialskalen entsprechend den total monotonen Funktionen

w(2) = oA TS (4>0,a20,0<e<1).

Man hat in allen zum Spezialfall gehirigen Multiplikatorenfolgen u, ein-
fach n durch ¢, zu ersetzen.

§ 7.,
Identitit von C-Folgen und Momentfolgen.
Satz VI. Wenn 0 ==1t, <t - 1, < ..., S0 ist jede reelle, der Be-
dingung
(“) Mp“ ,_\.J7 lp.m] é M
= ()

gendigende Folge p, Differenz zweier total monofoner Folgen.
Beweis. Die Rekursionsformel

tp«H o (t}_ﬂ-l m)]'p+1.m+tm+1j‘p+1,m—l~1
hat hier (m < p) positive Koefﬁzwnten. Driicken wir mittels wiederholter
Anwendung 4, ,, dureh 4, 5 s Ao mars Apis,men 3US USW., 50 kommt

allgemein
1» " MZ,(,ln) g, n (qu)!

wo n die Werte m, ..., m~q— p durchlduft und die Koeffizienten
positiv sind, oder n die Werte 0, ..., ¢ durchlauft und (f; "2 0.
Die aus (20) fiir t=#,, » < p hervorgehende Formel

=S =5 )-8,

. » »
WO man 2 durch 2 ersetzen kann, ist ein spezieller Fall dieser verall-
m=0 m=n
gemeinerten Rekursionsformel und' zeigt tberdies: da 4, ,...4, , durch
~ Mathematische Zeltschrift. IX. 20
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Ko - - 1, und diese wieder durch jene linear homogen ausdriickbar sind, so
»
sind 4, .. p linear unabhdngig, d. h. in jeder Relation \ c yl

m Py, m 0,
m

wo die ¢, Konstanten (von den s, unabhingig) sind, muie, ... ¢ . 0
sein, und es konnen also darin die 1, , durch beliebige GriBen. inshe-
sondere durch ihre absoluten Betrige ersetzt werden. ‘

Fir p < ¢ < ¢ folgt nun

N1 (pm Y/ pw ’qn)
)“p,m "Ar}./ (8%)/{'“" xz ((171) ( 2,.,,

n T

und demnach wegen. der linearen Unabhéngigkeit der 4, . (¢ 0, 1.... )

) X7 »~L’(f,’3;"> (™14,

/ ! 1
\7 pm) | <qn) lﬂ‘,. \7(pm> ‘/.q -

G NS | — T’ !

<p(;m> - -%-’, <?r;:?> Hq, ul

< ()

d. h. die Ausdriicke

haben die Higenschaft

fir ¢ < 5.
Ferner war
\T; \7(\7““ ,

\7,
o™ g Py 5 r;n> Pgon Tl Py
" m, " HA

woraus wir wieder auf
\1 ( P m>
pa— N
by o

_}j (p m) Y

\7
q, u('““' o
n

A

q.n’

oder
q g

schlieBen. Aus () folgt also, daB die mit wachsendem ¢ == p, p -1, .
aufsteigenden GrofBen (pqm) beschrinkt bleiben und folglich einen Girenzivert

A 1%11(?”*)%( ") e |2,

haben; aus (38) oder w
) =2

T(pm
ly m = _-/ <(Iﬂ) lq 2

folgt dann fiir s > o
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also bestehen zwischen den 7, | dieselben Rekursionsformeln wie zwischen

den 4, , und es mull sich I, ~aus den I , ==m, ebenso bilden, wie
A, ., aus den 4, = (Gleichungen (6)). Nun war [ >4, [ also
bei reellen u, Wy 1

A‘P.m: :ilp,m+ E lp I _Z_ 0

"
1
)m,,,m - gl )L

pot 2%, m _.._
und 2y - /l;’m - /1;,' my Q. N es I8t = p1p — ,u,’[ Differenz total mono-
toner Folgen. Beildufig sind g, ytn die kleinsten total monotonen Folgen
dieger Art, d. h. jedes andere Paar entsteht hieraus durch Addition einer
und derselben willkiirlichen, total monotonen Folge.

Aus IV und VI ergibt sich schlieBlich:

Satz VII. Wenn die Folge t, den Bedingungen (17) und ¢, <t ,
gendigt, so ist jede zugehorige C-Folge die Momentfolge (24) einer ein-
deutig bestimmten Funktion y(u) von beschrinkter Schwankung.

Im Fall reeller w, liefert die zu p, == u/ — p/ gehdrige Darstellung
g (w) == y'(u) — x"(w) die kleinsten monotonen Funktionen dieser Art,
d. h. jedes andere Paar entsteht aus x’(w), y”(u) durch Addition einer
und derselben, willkiirlichen, Tonotonen Funktion; demnach ist

x () 42" (u)zofuldz(%)i

die totale Variation von x(u) im Intervall [0, u].

§ 8.
Verallgemeinerung.

Bisher hatten wir die ¢, als paarweise verschieden angenommen; die
Modifikationen, die bei Preisgabe dieser Voraussetzung eintreten, mdgen
noch kurz erwihnt und zwar durch Gremziibergang hergeleitet werden.
Wir fassen diejenigen Indizes ¢ -~ k<. ..., deren zugehérige ¢ zusam-
menfallen sollen, mogen es endlich viele (eventuell nur einer) oder unend-
lich viele sein, zu einer Gruppe zusammen, die wir nach ihrem kleinsten
Element die Gruppe G, nennen. Die Voraussetzung (12) bleibe bestehen;,
so daB @, nur den einen Index O enthilt.

Statt der Zahlenfolgen u,,, b,, B, fiihren wir neue »,, ¢, , 0, ein, in-
dem wir filv jede Gruppe G setzen

- e 13 M!Mk> = i <Fi My M
V= g, == lim (t £ ¥ = liny t by b >’
3 b{ bk e 13 (b; bk bl
;= by, ckmhm<t,t) ¢, = lim mtktz)’ .
. (B;By o (Bi B, B,) '
Oi = Bi: Ok - hm <ti tk ) 2 01 = hm totp b L0
wobei sich das Limeszeichen auf f,— ¢t f,— ¥;, ... bezieht.

20%
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Die Formeln (86), worin wir m alle ganzen Zahlen - 0 durchlaufen
lassen kénnen, da ¢, ., (¢,) fiir m > n verschwindet, geben dann

¢. = \7a (pm-«.l(tl')

$ e )
}1 ‘P,;?M:{(.tz)
G T G 8y

o om L\, P (&)
w0 Oy
STt Py (Ey)

Diese, fiir jede Gruppe G, aufzustellenden, (tleichungen driicken
die ¢, durch die a,, (und zwar ¢, durch @, a,. ..., @,) aus; wir schreiben

c==0a,

welche Matrizengleichung also an Stelle von b ga tritt.
Die Umkehrung
= g-l¢
kann durch direkte Auflosung, oder durch, Grenziibergang aus (35), ge-
wonnen werden. Das Polynom f (t f“"'?“) resp. sein.(irenzwert ist nur
o+ < b

jetzt nicht mehr durch die Lagrangesche, sondern durch dic Hermite-
sche Interpolationsformel, némlich durch die Forderung zu bestimmen, an
vorgeschriebenen Stellen vorgeschriebene Werte und Ableitungen bis zu
einer gewissen Ordnung zu besitzen. Wenn sich z B. unter den Zifferr
0,...,n die ersten drei Indizes 7, &, I der Gruppe G, befinden, so ist

o) v () =+ (T o= 0~ 0)
mod (¢ — &) (£ — &) (¢ — ¢,), also
11mf< b(, Z,) RS AR,

mod (¢ — #,)°, d. h. unser Polynom hat an der Stelle #, den Wert ¢; und
die ersten beiden Ableitungen c,, 2!¢,. Durch diese fiir jede Gruppe an-
zusetzenden Bedingungen ist das Polynom wund sein hdchster Koeffizient

tim (% %) — g, : i (4,) bestimmt,
(U n

Ebenso ist
C-:0d, 4 =071,
Un nun die Beziehungen B, : = u, b, umzuformen, benutzen wir, etwa
wieder fiir die ersten drei Indizes von @, die mod (¢ -~ &) (s —~¢,)(t — &)
giiltige Kongruenz

f(tfi ikfl) . f(t;‘:fk" Z') f'(‘ziz:‘f?)
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und erhalten durch Grenzitbergang die Kongruenz mod (¢ — ¢,)°

Ci+C(t—1¢)+C(t~ tt)ﬂw vy P (b —t) 4+ (t—1¢)7]
[e; 4 ¢, (t —t)+ e (t— tt)a]:

Ci=vrq

also

Op 7t
C = woe;+v.c.+ v

Diese, fiir jedes (¥, anzusetzenden Gleichungen driicken die ¢, durch
die ¢, aus; wir haben damit an Stelle von B = ub die Matrizengleichung
C=vec,
wo v aber keine Diagonalmatrix mehr ist, sondern in der angegebenen
Weise, den Indexgruppen oder wverschiedenen f, entsprechend, in Teil-

matrizen zerfallt.
Nunmehr ist 4 = 1a mit
l==0¢~1rg,

wobei die 1, ,, auch aus (0) durch Grenziibergang (Hermitesche Interpola-
tionsformel) erhalten werden konnen. Bei festen ¢,, variablen v, (oder
fester Matrix o, variabler ») durchiiuft i'ein System S (t,) vertauschbarer
Matrizen.

Ist y(w) von beschrinkter Schwankung, s:(¢) die zugehérige Moment-
funktion (21) und setzt man fiir jede Gruppe &,

T o w
vi= (), ve=u (%), ”z:"gi/‘" () -

so wird 1 eine C'-Matrix, insbesondere eine reine, falls 2 i divergiert

n

und 7 (u) an der Stelle u = 0 stetig ist.

(Eingegangen am 8. September 1920.)

Zusatz bei der Korrektur. Dem im Text gegebenen Beweise von
(25), dessen erste Halfte auf (17) beruht, ist ein anderer vorzuzichen, der
ohne die Annahme #, — oo auskommt und die aus (26) fiir 4 > 0 folgende

Formel

d -
374[“ tmlp,m(u)] = tm+1u

benutzt. Die Fassung des Satzes V, .ohne die Voraussetzung 3, — oo, erhilt
erst hierdurch ihre Rechtfertigung (d. 26. 11, 20).

—lut;n Zp,'"l'*'l (u)



