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Resumen

Los Sistemas de Tipos Puros Extendidos (EPTS) generalizan los PTS (Pure
Type Systems) y otras teorias anadiendo sumas dependientes y una jerarquia
entre universos determinada por una relaciéon entre constantes.

Estudiamos las aplicaciones de los tipos principales en los EPTS, cen-
trandonos esencialmente en dos de ellas. Una es una prueba simple de la
propiedad de condensacion.

Mostramos que todo EPTS puede extenderse a un sistema semi—completo,
en forma similar a la propuesta de [3] para los PTS. Via tipos principales, es
posible demostrar que tal extension es conservativa, por lo que tales resultados
pueden ser aplicados a resolver problemas tipicos, entre los que aparece la
posposicion de la expansion.

Palabras clave: lambda calculo con tipos, sistemas de tipos puros.

1 Introducciéon

Los Sistemas de Tipos Puros Extendidos (EPTS) [11] son una generalizacién de los
Sistemas de Tipos Puros (PTS) [1] obtenida al anadir sumas dependientes y una
jerarquia entre universos determinada por una relacién v entre constantes. Esta
relacion proporciona otro nivel jerarquico ademas de la jerarquia determinada por
los conjuntos de axiomas y reglas usuales de los PTS. La relacién v permite definir
una nocién de reduccién —, entre universos generalizados en forma independiente
de la (8 reduccion. La tipificacién de los universos se captura en el sistema via una
regla adicional.

Algunas generalizaciones del Célculo de las Construcciones, como son las teorias
Ecc [7] y CC¥[6], se obtienen tomando una versién particular de la relacién 7. Los
PTS se obtienen tomando como v la relacién vacia. En consecuencia, los EPTS
proporcionan un marco comun donde estudiar la mayoria de las extensiones del A\
calculo con tipos, que forman la base de los lenguajes funcionales y de los sistemas
de demostracién asistida (proof assistant systems) [2].

En la literatura existen otras formulaciones de PTS con universos. El formalismo
mas cercano al nuestro son los PTS con conversién abstracta (PTS<) estudiados

* Principal types and semi-full closure for EPTS (Work in Progress). Este trabajo ha sido
financiado parcialmente por el proyecto CICYT TIC 98-0445-C03-03.

T INRIA (Sophia-Antipolis). e-mail: Gilles.Barthe@sophia.inria.fr.

t Universidad de Malaga. ETSI Informatica. e-mail: blas@lcc.uma.es. Fax: +34-5-2131397



APPIA-GULP-PRODE 2001

en [9], donde la relacién < absorbe a la relacién =g. Sin embargo los PTS< no
consideran sumas dependientes.

Es conocido que los PTS funcionales admiten [S—unicidad de tipos. La unici-
dad de tipos es una propiedad muy restrictiva, pero simplifica las pruebas de otras
propiedades.

Introduciremos dos conceptos para EPTS genéricos: funcionalidad débil (laz func-
tional) y tipo principal (TP). El primero es mas débil que el concepto de funcionali-
dad de los PTS. El segundo es un concepto mas simple aunque similar al introducido
en [7, 9]. [9] prueba la existencia de TPs (de forma indirecta) para PTS< fun-
cionales, semi—completos y que ademas satisfacen otras condiciones sobre axiomas
y reglas. En este articulo probaremos que la funcionalidad no es necesaria, y basta
la funcionalidad débil, mientras las condiciones restantes pueden sustituirse por una
condicién de acumulatividad mas simple. Por consiguiente, la funcionalidad débil
es igual de potente que la funcionalidad.

Una propiedad interesante de los EPTS es la propiedad de condensacion ya que
proporciona en el sistema légico subyacente una regla del corte que simplifica la tarea
en los sistemas de demostracién asistida. Por ejemplo, en LEGO [9], la propiedad
de condensacion es utilizada para implementar la orden Discharge. Al igual que
para los PTS [14], para los EPTS, la propiedad de condensacion es muy dificil de
establecer y necesita técnicas especiales [10, 11]. En este articulo exponemos una
prueba sencilla de la propiedad de condensacion a través de los TPs. Para EPTS
genéricos no conocemos pruebas més sencillas que la que expondremos, aunque [9)]
expone una demostracion para los PTS_,, mientras que [7] la prueba para Ecc.

Un aspecto esencial de los EPTS es el problema de la comprobacién de tipos (type—
checking). Es conocido que la busqueda de algoritmos queda profundamente afectada
debido a la segunda premisa de la regla para la tipificacién de las abstracciones o
regla (A) (ver Figura 1). Para resolver el problema, [9] introduce los sistemas semi-
completos (semi—full), en los cuales es posible simplificar la regla (\). Ello permite
encontrar algoritmos para la comprobacién de tipos que son completos y correctos
para una amplia clase de sistemas.

En la misma linea, [3] prueba que todo PTS funcional AS puede sumergirse en
un sistema semi—completo AS“ (su cierre semi—completo o semi—full closure), de tal
forma que si el sistema original es normalizable, también lo es su cierre AS¥ (es decir,
tal propiedad es hereditaria). También prueba que la extensién es conservativa, en
el sentido de que para una amplia clase de términos, las derivaciones en el cierre
dan lugar a derivaciones parecidas en el sistema original. Usando tales técnicas,
[3] describe un sistema para la comprobacién de tipos que es decidible, correcto y
completo, al menos para sistemas funcionales normalizantes.

En este articulo proponemos una generalizacion del cierre semi—completo. Usan-
do tipos principales, probaremos que para una amplia clase de EPTS, el cierre es
conservativo ya que la funcionalidad débil es hereditaria. Conjeturamos asi mismo
que la propiedad de normalizacion también es hereditaria.

Recientemente, [4] han logrado probar que las técnicas basadas en el cierre semi—
completo permiten resolver el problema de la Posposicién de la Expansion (Ezpan-
sion Postponement problem, o E'P) para sistemas funcionales normalizantes. Este
problema, presentado por H. Barendregt en Agosto de 1990, puede ser formulado
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en la forma: THa: A = Tk, a: A g« A donde la relacién de tipificacién
I, se obtiene al reemplazar la regla (3) (ver Figura 1) por la regla de reduccion del
predicado: '+, b: BAB 3B = I't, b: B.

La importancia de EP queda reflejada en su aplicacion a la demostracién de la
correccién de ciertos sistemas para la comprobacién de tipos. Salvo para EPTS con
limitaciones importantes, E'P es todavia un problema abierto, incluso para PTS
normalizantes [8, 12].

La conservatividad de AS“ es un resultado esencial en la prueba de E'P expuesta
en [4], pero utiliza de forma masiva la unicidad de tipos. Conjeturamos que es
posible utilizar las mismas técnicas para los EPTS ya que los TPs proporcionan
también la conservatividad del cierre semi—completo de un EPTS.

El resto del articulo estd organizado como sigue. La siguiente seccion describe
brevemente los EPTS y las propiedades esenciales que utilizaremos. La seccién 3
introduce el concepto de funcionalidad débil y prueba la existencia de TPs en una
amplia clase de EPTS, que serd aplicada a la prueba de la propiedad de condensacion.
La siguiente describe el cierre semi—completo y la prueba de la conservatividad. La
ultima seccion estable algunas conclusiones y lineas futuras de investigacién.

2 Descripcién y propiedades de los EPTS

Presentamos en esta seccion una descripcién de los EPTS asi como las propiedades
esenciales. Para un estudio més completo nos remitimos a [11], o al cldsico [1].

Si consideramos un conjunto infinito de variables V (z,y,--- € V) y un conjunto
de constantes S (s,d,--- € §), el conjunto 7 de términos de un EPTS estd definido
inductivamente como:

acVUS = a€T
A Ca,be AN = ab, \x:Ab llx: AC,
Yx: AC, (a,b)c, ma, ma€T

Denotaremos con —3 un paso de la F-reduccién, con —3 su cierre reflexivo y
transitivo, y con =g la igualdad generada por —3. FV(a) denotard el conjunto de
variables libres de a. Como es habitual, [x := B] es el operador sustitucién. La
relacién —g es Church-Rosser: g« - —3 C —3 - g«—, donde el simbolo - representa
la composicién de dos relaciones; ag denota (si existe) la forma S-normal de a.

Un contexto I' es una secuencia ordenada x1 : Aq,...,xz, : A,. Escribiremos
i A el I CIV=Ve[z:Ael = z:Ael’], Var(l') = {zy,...,z,}; z €T
significa z € Var(I'); FV(I") = U, <,,, FV(4,).

Los términos Yz : A.B y Ilz : A.B (universos generalizados) seran denotados
genéricamente con =z : A.B. En el mismo ambito, el simbolo = debe ser utilizado
de una forma tnica: bien IT o bien X.

Seay ( € SxS&) unarelacién o jerarquia inicial sobre S. Sus objetos son llamados
universos basicos. La relacion —. denota el cierre X-compatible y II-compatible a

'Un objeto libre en la parte derecha de una implicacién o debajo de una regla se entenderd
cuantificado implicitamente via 3.
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(az) FoA
I'FA:s
(var) I'x:AFx: A
2 I'-b:B I'FA:s
(weak) I'x:A-b:B
] =fIlx:AF IFa:A
(apl) '+ fa:Flr:=al
\ I'-A:sq [2:A-B:so [2:A-b:B
(A) I'FAx:AD : 1lx:A.B
[Fa:A I'FA":s
() Ia:A’
'Fa:A I'FA:s
() TFa A/
- 'FA:sq [ x:AFB:s9
(2) I'F=2:A.B : s3
, a: :Blx:=a x:A.B:s
I'Fa:A '+b:B ] I'=Xx:A.B
(pair) TH(a,b)ypap : S2:AB
I'Fd:Xx:A.B
(1) I'tmyd : A
I'Ed:Xx:A.B
(72) Thmod @ Ble:=m d]

O:Ae A

gl

beSUV,z ¢T

S1:89: 83 €RI

A=y A

A— A

S1:89:83 € R=

Figura 1: Reglas de inferencia para los EPTS

la derecha de la relacion ~:

(0,0) €4 B, B

A— A

0O—, o Erv:ADB —,Zr: AD

Yr:AB—,Yr: A.B

Denotaremos con —, el cierre reflexivo y transitivo de —,. La mezcla de reducciones

By v verifica B Oy (Ler ge— - =y C =y - ge).

La especificacién de un EPTS es una tupla S = (S, v, A, R, R*), donde A( C
S x 8) es el conjunto de aziomas, y Ry R¥( C S xS x S) son los conjuntos de I1
reglas y ¥ reglas, respectivamente. La nocién de derivacién I' - a : A esta definida
por el sistema inductivo de la Figura 1. La regla = representa las dos reglas usuales
(IT) y (X). Con objeto de simplificar, a veces escribiremos R en lugar de R

Si ' F (I es legal. lLe., 3¢, C[I" F ¢ :

C]) todas las variables de Var(I') son

diferentes, FV(c: C) C Var(I'),yy: D e€l' = T'ky:D. Ademés,sil'Fs: 0Oy

A es legal, entonces A s : 0.



Gilles Barthe € Blas Ruiz. Tipos principales y cierre semi—completo para Sistemas de Tipos Puros Extendidos

La relacién « induce la reduccién abstracta: < = —»g - —, - g«=. Todo EPTS
verifica un lema de generacion similar al estudiado en [1] pero reemplazando la
relacién =4 por <. Propiedades tipicas de los PTS pueden probarse en el marco de
los EPTS sin imponer restricciones a su especificacion. Asi, todo EPTS verifica S
(B-reduccién del sujeto), PS (B-reduccién del predicado), ademds de los lemas de
sustitucién, de cubrimiento (thinning), y correccién de tipos:

Pbd:D  Ty:DAFe:C  TEbiB o o TreiCgs
IVAly :=d|Fcly:=d] : Cly :=d] Vrkb:B T '-C:s

Entre otras propiedades notables (no verificadas por un EPTS arbitrario) citemos:

'Fa:A g I'Fa:0O 9 1\ I'Fa:O
Pt ™4 O rrwem? O e ™
Estas serdn utilizadas en la prueba de la existencia de TPs. En [11] hemos demostra-
do que todo sistema que verifica Sy~ ademas de Py V S%v, verifica la propiedad

de condensacion:

a

Iy:D,AFa:A

(Con) AT a4 oA

y ¢ FV(A) UFV(a)

Definicién 2.1 (sistemas equivalentes, propiedades intrinsecas) Definimos
I.FCFH = VILg,A[TFa:A = I'Ha: A g A
2. F~FH = FCFELCF.

3. Una propiedad Pr+ que depende de una relacion de inferencia F* se dice in-
trinseca cuando para sistemas equivalentes arbitrarios = =~ V', se wverifica:
P <= P

Es facil probar que las propiedades S%y, S%y~! y (Con) son intrinsecas, y por
tanto pueden ser independientes de una determinada especificacién. Esto fortalece
la idea de que aparezcan como condiciones en algunos resultados.

Definicién 2.2 (acumulatividad) S se dice acumulativa si verifica:

s1:82 € AN s =y 81 = S5y €AN Sy >y 5 (cumy)
S1:82:83 € RT A (s],85) = (s1,82) = s):sh:sh € RN sy —, 53 (cump)
Un EPTS se dice acumulativo si admite una especificacion acumulativa equivalente.
Lema 2.3 Todo EPTS acumulativo verifica S?y~'. Mds concretamente:

F'Fa:ANd —,a = Fkad:ANA<LA

Observacién La condicidn (cumy4) es intrinseca, de forma que para probar la acumulatividad
basta tomar un sistema que verifique (cum_4) y después buscar uno equivalente que verifique
(cump). La condicién (cump) también ha sido introducida en [9] para los PT'S<, y es utilizada
para probar la completitud de un sistema dirigido a la sintaxis. Para verificar P basta incluir
condiciones contravariantes con respecto a las de la Definicién 2.2:

s1:850 € AN sg = s = s1:855 € AN sh >, sh (sub — cum )
S1:82:83 € R™ A (s1,82) > (s],85) = s} :85:55 RN s3>y 85 (sub—cumg)



APPIA-GULP-PRODE 2001

3 Funcionalidad y Tipos Principales

Recordemos que la especificacion S = (S, A4, R) de un PTS se dice funcional si:

L. p:g,p:qdeA = q=q
2. 81:82:8, S§1:8:8§€ER = s=4¢

Todo PTS funcional admite unicidad de tipos: I' F ¢ : C,C" = C =5 C’. Veamos
que la funcionalidad es también necesaria. Una reglas € R es utilsi AU, A, B . '+
A:si ANz : AF B : sy, Al utilizar solo reglas tutiles obtenemos las mismas
derivaciones y si el sistema original tiene unicidad de tipos, la especificacion formada
por reglas ttiles es funcional. En ausencia de unicidad de tipos, que es lo habitual
en los EPTS, los TPs proporcionan un herramienta con una utilidad similar:

Definicién 3.1 (tipo principal) Se dice que un término a admite un tipo princi-
pal en el contexto T' si existe un término PT(I'|a) verificando:

'Fa:A = I'Fa:PT(la) <A
Un sistema admite tipos principales si VI' € G,a € T+ IPT(Ta).

Lema 3.2 (unicidad) En todo sistema con tipos principales se verifica:
(i) TFa:AANTFa: A = A~ A, donde ~ es la relacion > - <

(i7) Si~y es una relacion de orden, PT(I'|a) es dnico salvo B—equivalencias.

Demostracion (i) trivial. (i) signede A< A <A = A=3A. K

Luego solamente cabe plantearse la existencia de tipos principales para sistemas
con ~-unicidad de tipos. Utilizando Church—Rosser y 5 & ~ se prueba que la
relacién ~ se puede escribir en la forma —3 -« - =, - g«—. Luego todos los tipos
de un término estaran conectados de una forma especial.

Estudiemos ahora las condiciones para que cada término a admita tipo principal
en todo contexto I'. Razonemos por induccion sobre a:

— Si ' = O : M, entonces, por el lema de generacién, existe un axioma O : A

con A < M. Siel conjunto {A |0 : A € A} tuviera un tnico minimo? , sea

Of = min{A|O : A € A}. Entonces, por definicién de minimo tendremos

O:0"e A, yporser I'legal, '=0:0" < M.

— Supongamos ahora I' = =z : A.B : M. Por el lema de generacién existe una regla

S1: Sy : 83 € RE verificando: T'H A : 54 Iz:AF B: sy s3 < M. Por HI:
I'EA:PT(ITA)g =5) = 51 e:AFB:PT(I,x: A|B)g = sy =, so

Si el sistema es acumulativo, por la propiedad (cums ) de la Definicién 2.2 obtenemos
s):sh:shERE 'FZx:AB:sy <M

Ya que s puede depender de M impondremos que el conjunto {s|s; : s, : s € R*}

tenga un minimo tUnico, y éste es un tipo principal de =z : A.B. Luego:

2No estamos suponiendo ninguna propiedad adicional sobre la estructura algebraica (S, —), y
tomaremos la definicién de minimo de [5]: A =minA <= A€ AAVs . s >, As#AN . s¢€A
Ya que la relaciéon —. podria ser solamente parcial, pueden existir elementos diferentes verificando
la definicién de minimo. La definiciéon de TP exigira la unicidad.
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Definicién 3.3 (débil-funcionalidad) Una especificacion S (o sistema) se dice
débil-funcional (o laz—functional) si para cualesquiera constantes O, sy, 89 € S, los
conjuntos {/\ |0 : /N € A} y {s3|s1: 52 : 53 € RZ} 0 son vacios o tienen minimos
que son unicos. En este caso escribiremos:

Of = min{A|O0: A e A} p=(51, 82) = min{sz |51 : 89 : 53 € RZ}

Los sistemas funcionales y los débil-funcionales tiene un comportamiento similar,
y de una especificaciéon débil-funcional se puede extraer su nicleo funcional (kernel)
dado por A, ={0:07|0: A €A}, Ro={s1:52: p=(s1,52) |51 : 52 : 53 € RZ}

Lema 3.4 (existencia de tipos principales) Todo sistema que admite una es-
pecificacion débil-funcional y acumulativa, también admite tipos principales.

Demostracién Definiremos una versién especial de PT(T'|a) por induccién sobre a?:

co

(1) PT(r'|o) = ot

(2) PT(T'Zx: A.B) = p=(PT(I'|A)s, PT(I',xz: A|B)s)

(3) PT(Tg,z: A T4|x) = A

(4) PT(I|md) = A, con PT(['|d) -3 Xz : A.B

(5) PT(|med) = B{x:=md}, con PT(L|d) -3 Xz : A.B
(6) PT(I'|(a, b)) = ¢

(7) PT(T|be) = F{x:=c}, con PT(L|b) =4z : C.F
(8)

PT(T|\x: Ab) = Ilz: AQ, con PT(I,z : Alb) -5 Q

Todos los casos siguen del lema de generacién. Veamos solamente uno de ellos. Si
I'FXx: Ab: M, aplicando el lema de generaciéon encontramos:

x:AFb: B I'FIlx: AB:s Mx: AB<M
Por HI tendremos: PT(I',z : A|b) -3 Q —, Z g« B. Ahora, aplicando S/ seguida
de S?%9~!, obtenemos I' - (Ilz : A.Q) : s’ y de aqui I' = Az : A.b: Iz : A.Q. Es facil
probar que Iz : A.Q) es un tipo principal. X

Observacion  No conocemos demostraciones de la existencia de TPs mds simples. [9] no
cita una prueba directa de la existencia de TPs para PT'S<, pero prueba que cierto sistema
Fsdsf solo genera tipos principales si el sistema original es funcional, semi—full, y ademas verifica
otras condiciones similares a la acumulatividad. Ya que el sistema ¢4 es completo en las
mismas condiciones, podemos deducir de aqui la existencia de TPs. Enfatizamos que [9] utiliza
funcionalidad y semi—full, mientras que nosotros solo consideramos funcionalidad débil.

La condicién (cum ) de la Definicién 2.2 no puede suprimirse como mostramos
en [11]:Ejemplo 6.4. Podemos confirmar que en cierto sentido la condicién de fun-
cionalidad débil es también necesaria:

Lema 3.5 Si un sistema admite TPs y tiene reglas ttiles, entonces, para cua-
lesquiera O, s1, 89 € S, los conjuntos Ag = {s|0:s e A} Bs, s, = {s3]|s1:
Sy 1 S5 € R™} son vacios o estdn acotados inferiormente. Si la relacion —»., es un
orden parcial, y An no es vacio, entonces existe un unico min Ag.

3Para sistemas normalizantes podemos modificar notablemente la definicién de PT(). Por ejem-
plo podemos tomar: PT(T'|Az : A.b) = x : Ag.PT(T',z : Ab).
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Demostracion SiAg # 0, es facil probar que Vs € Ag . PT(|0)g —, s. SiBy, 5, # 0,
utilizando que las reglas son ttiles encontramos un contexto y términos de forma
que PT(I'|Zz : A.B)s es una cota inferior de B;, ,,. X

Corolario 3.6 (monotonia) En todo sistema débil-funcional y acumulativo exis-
ten tipos principales verificando:
' CUF ATkFa:_ = PT(Vl]a) < PT(I'a) < PT(¥]a)

Demostracion PT(¥|a) < PT(T'|a) es consecuencia de la definicién de tipo principal.
PT(T'|a) < PT(¥|a) se prueba por induccién sobre a utilizando el Lema 3.4. Todos
los casos siguen directamente de la HI. Veamos sélo el caso a = Zx : A.B,

PT(I'|Zx : A.B) = p=(PT(I'|A)s, PT(T',z : A|B)p)

PT(T|Z2 : A.B) = p=(PT(T|A)s, PT(T,z : A|B)j)
Sean pues dos reglas sy : s : 83,5 @ sh 1 s5 € RE verificando:

sy =PT(T|A)s s, =PT(I'z: A|B)s s = p=(s],sh)

s1 =PT(V[A)sg so =PT(V,2: A|B)g s3 = p=(s1,52)
Por HI tendremos s} —», s; A s, —, So. Por acumulatividad existe otra regla
sy 1 syt sy, con s§ —». s3, y por definicién de minimo: pz(s},sh) = p=(s1, s2).
Luego PT(I'|Zz : A.B) -, PT(V|Zx: A.B). X

Teorema 3.7 (condensacién) En las condiciones del Corolario 3.6, si el sistema
verifica ademds Py V S%y, entonces también verifica la propiedad de condensacion.

Demostracion Por [11]:Teorema 7.7, la propiedad de condensacién equivale a:

Uhkqg:0O

ST P C WTka:.
Tka:0O = e

Probemos lo anterior por induccién sobre a. Supongamos ¥ Fa : O 1" C ¥ '+
a : _. Por Lema 3.6 tenemos I' - a : PT(I'la) < PT(¥|a), y por definicién de
tipo principal PT(¥|a) < O. Uniendo ambos resultados junto a P encontramos
I'Fa:0" —, O Sifuera cierto P, obtenemos directamente I' - a : 0. Por tanto
supongamos S%y. Ahora aplicamos la siguiente propiedad (que es trivial por IDs):

ka0 = FliD’:,\/aés\/a%Ex:A.B
En el caso (1) aplicamos S% y la regla (y) para obtener I' - a : O. En el caso (2),
(a = s) tendremos ¥ F s : O, y por el lema de generacién, o bien s : O € A (y por
ser I' legal, tendremos I' F s : O), o bien O : _ € A, y razonamos como antes. En el
caso (3) tendremos a = Zx : A.B. Aplicando el lema de generacién a la derivacién
U =z : A.B : O, tendremos, para cierta regla s; : 5o : 53 € R,

4 5

UkEA:s U.x: Ak B: sy (83%D\/33—ZWD:,€A)
Aplicando HI y la regla (Z) tendremos I' - Zx : A.B : s3. Si ocurre (6) tenemos
I'FZz: A.B: 0 si ocurre (7) aplicamos de nuevo la regla (7). X

Observacién  El resultado obtenido en el Teorema 3.7 es mas débil que el obtenido en
[11]:Corolario 7.15, ya que en este dltimo no se exigen las hipétesis débil-funcional y cumu-
lativo, pero si se exigen S?y~! ademds de Py Vv S%y. Sin embargo, la demostracién que
exponemos aqui es muy simple. Por otro lado tenemos:
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Todo EPTS verificando P~ vy la propiedad de condensacién, verifica S%

En efecto. Supongamos ' A: M AN A -, A NA# A" EntoncesT' - A : s,y por la
regla (var), T,z : A+ x : A. Ahora aplicamos Py (I',x : A+ x : A’), correccién de tipos

/

para las variables (I',z : A+ A’ : §') y condensacién para obtener ' = A’ : s’. Luego, en

todo sistema acumulativo, débil-funcional y verificando P+, condensacién equivale a S%y, y
podemos suprimir del antecedente de la regla () la segunda derivacién.

4 Cierre semi—completo de un EPTS

Definicién 4.1 (semi—completo) Un EPTS de especificacion S = (S, A, v, R, R*)
se dice semi—completo (semi—full) si verifica la siguiente condicion, para cada s; € S:

S1:_:_€ER = Vs €S5S . 51:5:_€R

En los sistemas semi—completos es posible sustituir la regla (A) por la regla:

'FA:s z:AFb: B
I'bEXe:Ab:1lx: AB

(Asf) sp:-:.€R  BeS = B:secA
Esto permite probar de forma simple otras propiedades de los EPTS, como la
propiedad de condensacién, o incluso EP, tal como exponemos en [4].

Si un sistema no es semi—completo es posible anadir suficientes constantes y reglas
para obtener un sistema semi—completo. Partiremos de la construccion descrita en
[3]. Consideremos los siguientes conjuntos:

O = {se8§|3,s" €S .s:5:5"€R}
P = {(51,8) €O XS|VsES « s1:82:5¢ R}

Si AS no es semi—completo, entonces P # (), y para aprozimar el sistema a uno
semi-completo debemos anadir las reglas s; : s3 : _ con (s1,s2) € P. Si incluimos un
nuevo sort tenemos R® = R U {s; : 55 : ®g| (51, 52) € P}, que no es semi—full ya que
para s; € O no aparecen las reglas s; : oy : _. Por ello [3] propone dos soluciones:

1. Anadir ademas todas las reglas de la forma s; : ey : _ via el mismo sort. Es
decir, tomando e, = e, tendremos el nuevo conjunto de reglas:

R*=RU{s1:53:0]|(s1,52) € P}U{s:e:0]|s5€ O}

2. Hacerlo en forma estratificada, anadiendo una sucesion de constantes e;, para

obtener una sucesién estrictamente creciente de conjuntos de reglas R°? C
R C ... C R¥, donde

RI = RU{s1:52:0|(51,82) EP}U{s:0:0,1|s€ONi<]}
RY = RU{s1:s2:05|(51,52) € P}U{s:e;:0,.1|s€ O ANieN}
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La soluciéon 1 proporciona el cierre compacto AS®, y la solucién 2 proporciona
estratificacion. Para PTS, o PTSy (PTS con ¥-términos) lo construccién anterior
es suficiente para encontrar aplicaciones interesantes. Desgraciadamente, para EPTS
arbitrarios la solucién no es satisfactoria si queremos conservar algunas propiedades
del sistema original, como la propiedad de acumulatividad.

Supongamos que AS es acumulativo y busquemos las condiciones para que AS“
también lo sea. Sea s1 : 55 : s3 € RY, con s; —», s1, 55 —, so. Hay que probar que
existe una regla s} : s : s4 € R* verificando s —., s3. Por otro lado consideremos
que la relacion vy no queda afectada por las nuevas constantes e;. Entonces:

— Si s1: 89 : 83 € R, aplicamos directamente la acumulatividad de R.

— Sisy 831853 =5 :0 1@, cons;:q:r € Ry Sy, —», e, tendremos
sy, = ;. En definitiva s} —, s1, y por acumulatividad de R existe cierta regla
siiq:r"e€R,dedonde s} € Oy s|: o : 0. R

— Si s3 = e; con (s1,82) € P, la regla que buscamos debe ser s : s, : e;,1. Por
consiguiente el conjunto P debe satisfacer la siguiente condicion:
(51,82) €E PN S} = 51 A Sy =y 59 = (5],55) €P

Es decir, nuestro conjunto P debe ser acumulativo. Lo que no es cierto en general
y tomamos una definicién alternativa.

Definicién 4.2 (cierre semi—completo estratificado) Dada la especificacion S =
(S,7, A, R, RY), definimos la especificacién S® = (8%, v, A, R¥, R¥), donde

SY = SuU{e;|ieN}
RY = RU{s1:s53:00|(51,52) € P} U{s:e; 0. 1]|s€O NieN}
P, = {(p1,p2) € SxS|3(51,52) €EP « P1 = S1,D2 — S2}

En forma similar consideramos la sucesion de sistemas NS’ con especificacion S/ =
(87,7, A, RI,R®), donde ST =S, y

S = Sufe|i<j}
RI = RU{s1:5:0|(s1,82) EP,U{s:e:0,1|s€ONi<j}

Ya que estamos considerando el cierre, debemos asegurarnos que no estamos
anadiendo demasiadas reglas. Es facil demostrar que P, es el menor conjunto acu-
mulativo que contiene a P. Ya que todo conjunto vacio es acumulativo, de aqui
es facil deducir que P = ) si y solo si P, = (. Por consiguiente: un EPTS con
especificacién AS es semi-completo si P, = (). Ademds:

Lema 4.3 (o) AS¥ es semi—completo.
(a) Si AS es débil-funcional, entonces \S“ es débil-funcional.
(b) Si AS es acumulativo, entonces \S¥ es acumulativo.

(d) Si AS es acumulativo y débil funcional, entonces AS* admite TPs.
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Demostracion (d) es consecuencia de las anteriores y de Lema 3.4. Veamos sola-
mente (a). Sean s1, sy € S¥ y sea el conjunto A = {s]|s; :s2:s € R¥}. Si Aesno
vacio, sea s : Sg : s3 € R¥. Distinguimos dos casos:

1. Sis; @ s9: 83 € R, sea A" = {s]s; : s2 : s € R}. Entonces, por ser AS
débil-funcional, existe 0’ = min A" = p(s1,s2). Pero si s —, O',s # O,
entonces s € S, de donde, por definicién de minimo s € A’, y por ser s € S,
s & A. Luego O’ = min A.

2. Si s3 = e; razonando en forma similar obtenemos min A = o;. X

Denotaremos con F* y ¢ las relaciones de derivacién de tipos en los sistemas
AS¥ y AS‘, respectivamente. El siguiente resultado, inspirado en [3], relaciona los
sistemas introducidos (su demostracién es inmediata por IDs):

Lema4.4 (1)TH a:A<+=3JkeN.TFa:A
(2) SiTF*a: A, cona € {w,k}, entoncesa€ T, T € G, AeT U{e;|i € N}.
Estudiemos ahora bajo qué condiciones es posible probar
FI—“’a:AA:F'I—a’:A', cona—»ga NA—»gANT —5T"
De nuevo nos inspiramos en algunas definiciones de [3]:

Definicién 4.5 (funciones contractivas) Sean los predicados contractivos:

I“a = eS8 'VvIAeT . THa:ANILA
Y o

'T,z:A) = "l AIA

Nia = I'T A lla

asi como la funcién contractiva™:T — T, definida en la forma:

sibeSUV, b o= b
si © € {I1, 3, A}, Or:AB = O2:AB
Fa = {AAx::EL\] si f=Xx:Ab
fa en otro caso
i

~ —

que se extiende a los conteztos en la forma habitual: () = () Iz:A=D,z: A

Es facil demostrar que se tiene a —3 a, ab —»g 63, etc. Con las funciones
contractivas obtenemos la siguiente aplicacion de los tipos principales, que generaliza
para los EPTS un resultado similar expuesto en [3] para PTS funcionales:
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Lema 4.6 (conservatividad de \S?) Si AS wverifica S°v o bien P, y el sistema
ASY admite tipos principales, entonces

NaATHa: A = fl—i_lazB:gA

Demostracion Véase el resto de la seccion. X

Consideremos ahora los siguientes predicados:
?77%a = "a ?77ha = ha A ??gla ?77%a = Fi€N. %
Entonces podemos ya enunciar el resultado principal de conservatividad?

Teorema 4.7 (conservatividad de \S*) Si AS wverifica S%y o bien P, y el sis-
tema AS“ admiate tipos principales, entonces

(1) THa: AN ?%a = I"Fd A cona—»gad NA—-g A NT —5T"
(2) THFa: ANCT(TA) = I'Fd: A, cona—»gad NA—-gA

donde CT(I'|A) = AeSATEF VvV TFHA:s

Demostracién Supongamos I' F a : A A ??%a. Ya que H* = |J,._, ¥, existird
cierto fndice tal que se cumple ??4a A T' ¥ a : _. De aqui obtenemos, por Lema
4.6 y definicién de ??%a, ??gla AT =13 . Bste proceso se repite sucesivamente
hasta encontrar lo deseado.
La segunda parte del teorema es consecuencia de las siguientes propiedades:

(@) THa:OeSATHE = I'kFd:0 | cona-—»gd

() THa:AANTFA:sy = TFd:A Jcona—»gad ANA—gA
Probemos por ejemplo (b). Por ser I' = A : 51 tendremos Vk . I*I". Por otro lado, por
I'H a: A tenemos !lia, y aplicamos el Lema 4.6 para obtener I H~' G : B =5 A.
Por Church-Rosser seguido de P tenemos ' = @ : A”, con A —g5 A", y por
sustitucién de contextos I' F=1 @ : A”. Este proceso se repite sucesivamente hasta
encontrar ' -a’ : A, K

Demostracién del Lema 4.6. Por induccién sobre la derivacién ¢ = ' a : A.
Veamos solamente dos casos:
— Si ¢ ha sido inferida de la regla (apl)

PH f:Ilz: AF F'Foa:A
C'F fa: Flz:=d

De 11.(f a) deducimos facilmente !!ha, y por HI obtenemos T' H=1 G : A” =5 A. La
dificultad esencial es que podria ocurrir —!% f y no podemos aplicar HI. Supongamos
por un momento que hemos demostrado la propiedad:

F£X.. = lif (KEY)

4Existe un resultado de conservatividad mas general, como el expuesto en [3]. Para muchas
aplicaciones puede servir el que exponemos.
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Entonces razonamos en la forma siguiente:
¢ Si f # ), tendremos !%f, y aplicamos HI, Church-Rosser y la regla (apl).

¢ Si f=\v:Mb, ya que la derivacion y = ' Az : M.b : Iz : A.F solo puede
ser inferida por aplicaciones de las reglas (), (7) o (\), existiran sub—derivaciones
de x de la forma
C,o:MFb:B:sye 8! LH M : s 518983 €ER
que llevan a la derivacién x via aplicaciones de las reglas (3) o (), y de forma que
tenemos: M =3 A ademds de B < F'. Luego, independientemente de la veracidad
de I} f, se verifica Il .,,b A If.M, y podemos aplicar HI para obtener
f,x:ﬂl—iil/I;:B':ﬁB F,/a::\Ml—"”E:SQ fl—“lﬂzsl
Obsérvese que puede darse s; : s : $3 & R, de donde no podemos aplicar la regla
(A) en AS“"L. Pero ya que B’ =5 B, aplicando la regla () encontramos:
f,l':]/w\l_i_l/l;:§382 /I;I—"_IA\:A’:gj\//T
y aplicando Church—Rosser y el lema de sustitucion llegamos a las derivaciones:

[T H1blz:=a]: Blz:=a] () TH Blz:=a]: sy (%)
Ahora bien, si B —3 () -, Q) g« F', entonces,
Blx :=1a] »3 Qz :=a] -, Q'[x :=a] =5 Flz = 4] R
y podemos aplicar S3, y S%v a la derivacién (x*) para obtener I' H~1 Q'[z :=a] : .
Ahora basta aplicar la regla () a esta dltima derivacién, junto a la obtenida de ()
aplicando Pg3, para obtener finalmente I' H-1 bz := @] : Q'[z :=d] =4 Flz := a).
Por consiguiente hemos de probar (K EY'). Supongamos —!%f, de donde

VM,s « THf:M:s = S=e; (o)

Ya que I' ' f : Iz : A.F, por el lema de generacién, f no puede ser, ni una
constante, ni un = término, ni un par. Las restantes posibilidades no pueden darse:

f =y En este caso y € I', y también y € f, y por ser el contexto r legal en AS*™ 1,
tendremos I' H~" y : Q : s € 8", y por ser AS"™' C AS’, tendremos también
F'Foy:Q:s¢c S ypor sustitucién de contextos, ' F y: Q : s € 8L, que
contradice (o). Luego f no puede ser una variable.

= m d Entonces, por el lema de generacion I' i d : Xy : P.Q,conI'FP:s, €8,y
por la regla (m), T F* f: P : s1, que contradice (e).

= my d Entonces, por el lema de generacién I' H d : Sy : P.Q, con ',y : P Q :
sy € 8,y por el lema de sustitucion I' F Q[x := 7, d] : so, y aplicando la regla
(m), T F f: Qlz := w1 d] : 59, que contradice (e).

= gc Entonces por el lema de generacion
Fg:Iz: CG FHoec:C:s [z2:CHF G:s€e 8y
aplicando la regla (apl) y el lema de sustitucién llegamos a T'H f : G|z := (] :
sy € 81, que contradice (o).

Luego (KEY') estda demostrado, y también el paso (apl).
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— Si ¢ ha sido inferida de la regla (Z):

FHA:s; I ox: A B : sy
'iZx: AB : s3

=1
S$1:89:83€R™

de '1(Ex : A.B) obtenemos 't A A !f, .1 B, y podemos aplicar la HI para llegar a
fl—i_lﬁ:sl f7$ZA\|_i_1§282

~ Si Z =13, entonces s; : 85 : 53 € R¥', y aplicamos la regla (X).

— Si 2 = II, razonamos en la forma siguiente. Por ser !!L(Ilx : A.B), existe un

término M verificando I' H* Tz : A.B : M A \LM, pero necesariamente M —»5 ¢ €

S'. Entonces, aplicando P es ficil obtener T' H* Iz : A.B : ¢ € S Allig. De

aqui tendremos g € S*~!. Si el sistema F* admite tipos principales deberia tenerse

q=-s3ydeaqui s3€ S ys:s:s3 € R Ya podemos finalmente aplicar la

regla (II) en el sistema "1 para llegar a TH1Mz:AB: s X

5 Conclusiones y trabajo futuro

El presente trabajo contiene un resultado esencial: los tipos principales proporcionan
una herramienta tan util como la proporcionada por la f—unicidad de tipos. En par-
ticular, via TPs hemos probado la propiedad de condensacién y la conservatividad
del cierre semi—completo (Teorema 4.7).

A modo de ejemplo, exponemos una importante aplicacion del resultado anteri-
or. En [4] hemos demostrado que si un sistema es semi—completo y normalizante,
entonces se verifica: ' -a: A = I't, a: Ag, donde I, es una generalizacién
del sistema expuesto en [8] que a su vez estudiamos en [13]. Ademas se verifica
F. C k., lo que conduce a la soluciéon del problema EP.

Sea ahora un EPTS arbitrario normalizante y consideremos su cierre semi—completo.
Para cada derivacién I' - ¢ : C' obtenemos también I' F ¢ : C. Si el cierre AS¥
fuera normalizante (ya que es también semi-completo) obtenemos I' F¥ ¢ : Cg, y
utilizando conservatividad, concluimos I' -, ¢ : Cz. En consecuencia I' ¢ : C' =
', c¢:Cp, y por tanto EP.

En definitiva, si la propiedad de normalizacion es hereditaria tenemos resuelto el
problema EP para una amplia clase de sistemas normalizantes, débil-funcionales
y acumulativos. Conjeturamos que el uso de tipos principales permitird demostrar
que la normalizacion es hereditaria.
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