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1 Uvod

S vynélezem stfelného prachu se nékdy v prvnim tisicileti v Ciné objevuji prvni
rakety, bud jako jakési zbrané, nebo jako souéast ohiiostrojti. Z pfelomu 18. a 19.
stoleti je znamo nékolik sofistikovanéjsich pouziti raket jako zbrani na raketo-
metnych lodich nebo i v pozemnich bojich.

Nékdy koncem 19. stoleti se zacali védci zabyvat raketovym vyzkumem na te-
oretické béazi a vznikla tak kosmonautika jako nové védecké odvétvi. Zminme
tieba Constantina Ciolkovského (1857-1935), Roberta Goddarda (1882-1945),
Hermanna Obertha (1894-1989) a Pedra Pauleta (1874-1945).

Své svymi teoretickymi pracemi a pokusy zacali tésné pfed prvni svétovou véalkou
a pokracovali v mezivalecném obdob{ az do druhé svétové valky. Jejich prace tedy
byla tzce spjata s vojenskymi ticely pro ziskani prevahy skrze novy vynélez.

Postupné zkouseli ruzné technické konstrukce a také experimentovali s moznymi
druhy paliv (nejdifve prevazné s tuhymi, pozdéji se prechazelo ke kapalnym).
Konstrukéné vyspélou raketou byla némeckd V-2, které (a jeji konstruktéry) se
po vélce snazily ziskavat jak USA, tak SSSR.

V dalgich desetiletich spolu obé velmoci soupefili v dobyvéani vesmiru. Af uz skrze
vyvoj vykonnéjsich vojenskych raket, tak i v nevojenské sféte, jako vyvoj nosnych
raket pro vynaseni sond, vysilani druzic a v samoziejmé i v podobé pilotovanych
leti do vesmiru. To zase vedlo k prohloubeni znalost{ o vesmiru (skrze napf.
Hubbleuv vesmirny dalekohled).

V této praci se zaméfime na teoreticky zdklad raketovych letii. V prvni radé
odvodime Ciolkovského rovnici s jejimz objevem se vlastné poji i vznik celé kos-
monautiky. Tuto rovnici (a zni plynouci vztahy) potom budeme chtit zobecnit
zaclenénim odporovych vliviil. Potom se v rdmci pifkladu podivdme na vlastnosti
rakety Saturn V. Z nich spocteme nékteré technické parametry a porovname je
s témi skute¢nymi.

1Samotné Ciolkovské rovnice by dobie fungovala pro lehka télesa pohybujici se uz ve vesmiru
(mimo atmosféru).



2 Ciolkovského rovnice
Zde standardnim zpusobem, jako napi. v [1], odvodime Ciolkovského rovnici.

Predstavme si jednoduchou situaci rakety letici prostorem bez odporu vzduchu
a gravitacnich vlivi. Raketa je pohanéna raketovym motorem, ktery pracuje
na principu akce a reakce. Je tedy naplnén néjakym (pevnym, kapalnym) pa-
livem, které je zazehnuto a prudce vyvrhnuto ven s vytokovou rychlosti w?.

V situaci A mame raketu o hmotnosti m a rychlosti v. Po vycerpani paliva hmot-
nosti Am se dostaneme do situace B. V ni jsou dva objekty, prvnim je raketa,
nyn{ jiz s hmotnost{ m — Am a rychlosti v + Av (spalenim paliva z{skala rychlost)
a druhym je zminéné palivo, které padd pry¢ od rakety rychlosti v + Av — w.

Invariantem v nasem problému je celkova hybnost. Tedy hybnost v situaci A
je rovna hybnosti v situaci B a dostdvame tak vztah

pa=PB

mv = (m — Am)(v + Av) + Am(v + Av — w)

raketa palivo
mv = mv + mAv — vAm — AmAv +vAm — wAm
0 = mAv — AmAv — wAm
mAv = AmAv + wAm .

Definujme si rychlost hofeni paliva, kterou ozna¢ime pismenem ¢ (povede piedevsim
ke zkraceni zapisu). budeme piedpoklddat, ze je tato rychlost po celou dobu kon-
stantni. Plati tedy (pouzivdme standardni fyzikalni notaci)

_am
1= At -

Nasi rovnici upravime tak, aby se tam vyskytovala tato veli¢ina

Am Am
mAv = gAVAL + wgAt .

Ted celou rovnici vydélime hodnotou (nenulovou) At a dostaneme

Pouzijeme limitni pfechod At — 0 a mame tak

lim = lim Av+ li
m- 1m — = - lim v m w
At—0 At q At—0 At—0 q
—— ——— N——
4,% —0 —wq
dv
m— = wq .
a

2Pouziva se také veli¢ina specificky impuls, znaéime Isp, uddvand v sekundach. V nasem
znaceni potom plati w = glsp, kde g je tthové zrychleni. V nékterych zdrojich se ale udava v
N - s/kg, coz ma rozmér rychlosti a potom je tento specificky impuls zdroven roven vytokové
rychlosti.



Nalezli jsme tak jednu pohybovou rovnici rakety. Pfipomenme, ze hmotnost, ktera
zde vystupuje je ve skutecnosti funkei ¢asu, tj. m = m(¢). Tuto skutec¢nost tedy
je tieba jesté zohlednit.

Vztah se da snadno nahlédnout. Mame-li na poc¢atku hmotnost mg, kterd kon-
stantni rychlosti klesa v zavislosti na rychlosti hofeni g, tak musi platit

m(t) =mo — qt .

Pokud bychom uvazovali nelinearni zavislost, tak by byl tento vztah vcelku snadno
modifikovatelny.

Pohybova rovnice rakety je nyni tedy ve tvaru

dv

gt — = qu .
(mo q)dt quw

Z ni muzeme rychle dovodit Ciolkovského rovnici tim, ze rovnici upravime a zin-
tegrujeme pres dobu trvani pohybu (od 0 do néjakého okamziku 7). Mdme

dv qw

dt mg — qt
T dv T qw mog—qt ==x
U(T) /0 dt /0 mo — qt —qdt =dzx
1

mo—qT
= —w/ —dz = —wlog(mo — q7) + wlogmg =
T

mo

mo
=wlog——— .
mgy — qT

Kratce se zamyslime nad tim, kdy m4 sepsané feseni smysl. V prvnim kroku jsme
délili vyrazem (mg — gt) a ten je jisté nenulovy az do okamziku, kdy je vlastné
spalend celd hmotnost rakety, ale to se nikdy nestane, protoze palivo tvoii pouze
¢ést (byt zna¢nou) celé hmotnosti. A logaritmus ve vysledku je v celém naSem
problému kladny, jelikoz hmotnost pouze klesd, a argument —0— je tedy vetsi

. . . 0—dqt
nez 1. Takze vSechno, co jsme provedli bylo bezesporné.

S touto rovnici se také muzeme setkat v ekvivalentnim tvaru
mo — g7 = moe” "/

coz nam zachycuje zménu hmotnosti v prabéhu pohybu (levd strana je totiz
hmotnost v daném okamziku 7). V obou tvarech je dobfe vidét, ze pokud si uréime
néjakou cilovou rychlost rakety, tak ta je zavisla na poméru pocateéni a konecné
(po spéleni paliva) hmotnosti. Na druhou stranu je tato zdvislost logaritmicka,
takze teoreticky je mozné dosahnout libovolné rychlosti pouze zvysovanim tohoto
pomeéru, ale jelikoz funkce logaritmus roste vcelku pomalu, tak brzo narazime
na technické piekdzky (tj. jak zvySovat dany pomér).

Pokud jesté jednou danou pohybovou rovnici zintegrujeme (pfes ¢as), tak do-
staneme rovnici uddvajici zdvislost urazené drédhy na ¢ase (v posledni tpravé



vyuzijeme toho, ze se tam vyskytuje jiz spocteny integral):

mg-q

o T m — mo /. (mg—a)®> _ g
z(1) = / v(t)dt = w/ log ———dt [* log mozq v a2 mo—qt | =
0 0 mo — gt v =1 v=t

.
t

:cm'logimo —w/ e dt =

mo—qr Jo mo—at

T
— t_
:Mlog&w/ Mo — gt —mo 4,
0

mg — qT mg — qt
m m T w
:erog‘i0 +WT*fO/ . dt =
mo — g7 q Jo mo—gqt
m m m
=wrlog—2— +wr— —2 . wlog —2— .
mo — g7 q mo —qT

Coz jesté prepiseme do péknéjsiho tvaru

w m
x(t) = = g7 + (g7 — mo) log L }
q mo —qT



3 Zobecnéni

Zatim jsme odvodili chovani rakety za pifedpokladu nulovych odporovych sil (ty-
picky gravitace a odpor vzduchu). Tyto vlivy nyni do nasich rovnic zakomponu-
jeme. Kli¢ova pro nas byla rovnost

’ dv

m(t) 3 = w

Na obou strandch zde vystupuji veliciny, které rozmeérové déavaji silu. Budeme
uvazovat, ze odporové sily (ozna¢me zatim F') pusobi pfesné proti sméru pohybu.
Tato sila F' ma tedy piesné opaény smér smér oproti sile, ktera je ur¢ena sou¢inem
qw. Vysledny vztah tedy bude

Jinymi slovy, pfitomnosti odporovych sil musi raketa generovat mensi zrychleni.
Navic v rovnici je uz zapocitan smér, takze ji nemusime rozepisovat vektoroveé.

Za slozky sily F vezmeme silu tihovou a odporovou?, tj.
. 1 2
F:Fg+Fozm981n9+§CTSpv ,

kde g je tihové zrychleni na Zemi, 6 je thel naklonéni rakety v prubéhu letu, p je
hustota vzduchu, S je plocha, ktera je vystavena odporové sile a C). je soucinitel
odporu, ktery popisuje tvar a kvalitu materidlu (tj. rakety).

Vsechny proménné (kromé C,.) jsou striktné vzato zavislé na ¢ase. Pokud bychom
tedy méli integrovat, podle casu, takovyto vyraz, tak bychom se moc daleko
nedostali. Nasim cilem nyni bude néjakym zpusobem tyto zdvislosti zjednodusit.

V prvni fadé budeme povazovat za konstantni tihové zrychleni g a také plochu S
(i kdyz mé raketa vice stupnu, tak ty jsou podobné konstrukee).

3.1 Sklon a hustota

Sklon rakety neni uplné snadné urcit, protoze se v prubéhu letu méni. Napiiklad ze
zacatku letu leti rakety obvykle skoro rovné nahoru, aby prekonaly nejhustsi ¢ast
atmosféry a teprve potom se nakloni. Tento 1ihel orienta¢né uréime z informace
o vySce a vzdélenosti od mista startu (urazend dréha je tedy v prvnim pfiblizeni
preponou takového trojihelniku).

Hustota p je v tomto piipadé zdvisld na Case (protoZe raketa prochazi ruznymi
vrstvami atmosféry). Bud najdeme funkci, kterd popisuje tuto zdvislost hus-
toty vzduchu na vysSce, nebo vezmeme néjaky odhad (a to radéji horsi nez je
skutecénost) a tim zbavime hustotu zdvislosti na case (respektive vysce a teploté).

3Kvantifikovanou klasickym Newtonovym zdkonem odporu. V nékterych specifickych
piipadech se pouzivaji i jiné zpusoby, napf. v piipadé pohybu koule nizkou rychlosti skrze
kapalinu je mozné pouzit Stokesuv zakon.



Napiiklad v troposfére (od povrchu k cca 15 km - zdvisi na zemépisné sifce) by
takova zavislost meéla vztah

aM

RL

po () In\EE
RT T,

kde po je standardni atmosféricky tlak, M je molarni hmotnost, R je molarni
plynova konstanta, L je rychlost poklesu teploty s rostouci vyskou, h je vyska
a T je teplota, pro kterou plati T' =Ty — Lh, Ty je teplota u hladiny mofe.

Funkéni model atmosféry (tzv. U.S. Standard Atmosphere) je detailné rozebran
v [2] a vztahy, ze kterych se dd dostat k uvedenému vzorci, jsou postupné rozvadény
na strankach 1 az 15. Dobré informace také muzeme ziskat na wikipedii pod hesly
,Density of air“ a ,Barometric formula“.

Takze je jasné, ze zakomponovat do nasich vztahu takovouto zavislost by bylo
v plné obecnosti dost nepiijemné. Zkusime identifikovat situace za kterych by
bylo mozné ¢asovou zavislost néjakym zpusobem odstranit.

3.2 Tezké rakety

V pifpadé velmi hmotnych raket (fddové i tisice tun) bude hlavnim ptispévkem
k sile F' tihovéa slozka. A jak ndm v konkrétnim piipadé potvrdi vypocet podilu
(uvazuji sin @ = 0, 5, ¢isla pro ilustraci)

F, 3C.Spv®> 0,5-80-0,05-10%

Zo = ~ 0,1
Fy mgsin 6 106-.9,8-0,5 T

tak pii veelku prumérném odhadu odporové sily (hustota je z vysky okolo 23
km), bude tato sfla pouze mensi ¢dst{ tihové sily (do velikosti). Typicky bude
mit tihova sila piispévek v fadu tisice metru za sekundu k celkové rychlosti,
a tedy odporovéd pouze v fadu desitek. Takze v tomto piipadé muzeme, vcelku
efektivné, F, nahradit ndsobkem sily F,. Piipadné hodnoty spocitdme tGplné bez
tohoto prispévku a pak se podivame jaké velikosti by tato oprava dosahovala
a muzeme ji zohlednit.

Ale je zase pravda, ze odporov4 sila bude (relativné) vyraznd v prvnich fazich letu
a naproti tomu v kone¢né fazi bude vyrazné potlacend (tahle faze potrva i nejdéle).
Takze takovy odhad zkresli spoctené hodnoty vysky a rychlosti na zac¢atku a konci.

Odvozeni vztahu v tomto piipadé je uz snadné.
Uvazujme tedy F' = kFy, potom podobné jako difve plati

m(t) - % =qw — m(t)kgsin 6

dv qw
O _ % kgsing
at m@) I
T dv mo
= —dt =wlog ——— — Tkgsind
v(T) /0 i wlog pr— Tkgsin
x(7) /Tv(t)dt “lgr + (g7 — mo) log — 2 k9 G
T) = =—|qT T — - .
. p q q 0 gmo—qT B



3.3 Lehké rakety

Piipad lehcich raket pro nds bude typicky asi méné zajimavy (dulezitéjsi jsou ty
teézsi, kvuli vyndseni ndkladu do kosmu). Zde se v ngjaké fazi letu muze stat, ze
odporova sila je i nékolikanasobné vetsi nez tihova. Tihova je ale zase vyrazné
mensi nez v predchozim ptripadu. Jedna moznost by byla pouzit stejny trik jako
predtim a ziskat, tak interval moznych hodnot. Ale v tomto piipadé bude ziejmé
dost Siroky, a tak se toho vlastné moc nedozvime.

Dalsi moznosti je nepovazovat hustotu za konstantni po celou dobu pohybu, ale
rozdélit pohyb po jednotlivych hladindch s raznymi hustotami v kazdé z nich.
Napriklad do 5 km bychom prifadili hustoté néjakou hodnotu, pak do 15 km
atd. V tomto postupu tedy budeme znat vysku, z ni dovodime urazenou dréhu,
z té dopocitdme Cas a rychlost (ze soustavy rovnic). Tohle uz bude docela presné,
ale pro ruéni vypoéty (jako v této praci) ponékud zdlouhavé. Tento postup je
samoziejmé mozny i pro predchozi pripad.

Jestlize chceme opét najit vzorce pro rychlost a drahu, tak vyjdeme ze vztahu

m @— w—m sint9—%v2
a ! g 2 '

Rovnost trochu upravime a rozepiSseme i informace o proménnych

d _qw—gm(t)sinf C.Sp ,
dtv(t) B m(t) 2 " ®)
V(t) = qw — g(mo — gt)sinf CTS'OUQ(t) '
mo — qt 2

Je vidét, ze abychom nalezli velikost rychlosti v zavislosti na case, tak potfebujeme
vytesit rovnici

V' (t) = A(t) — BvA(t) .
Jde o specidlni typ nelinedrni diferencidlni rovnice prvniho fadu, tzv. Riccatiho
diferencidlni rovnice. Ta se da FeSit nalezenim partikuldarniho feSeni v*, potom
pouzitim substituce v = v* 4 % prejdeme k feseni rovnice ve tvaru

u —2Bv*-u=RB,
coz je uz vcelku dobie Fesitelné a konecné feSeni vyplyne z pouzité substituce.

Problémem byva praveé nalézt ono partikuldrni feSeni. O obecném feseni problému
je vice napiiklad v [3] a v [4]. Pifpadné je mozné pouzit jiné (i numerické) metody,
jak celé reSeni nalézt. Potom uz je také mozné urcit urazenou drahu rakety.

Timto se jiz nebudeme déle zabyvat, protoze to ponékud presahuje ramec této
prace. Radéji se podivame na konkrétni ptiklad.



4 Saturn V

Na pielomu 60. a 70. let probéhlo nékolik letu t¥istupiiové, nosné rakety Saturn
V4. Tato raketa m4 velmi snadno dostupné technické specifikace, které jsou navic
podrobné, napi. [5], [6], [7].

Pro aplikaci toho, co jsme odvodili postaci ovérit vysledky napiiklad do okamziku
oddéleni prvniho stupné rakety. K tomu mélo dojit po 7 = 160 sekundéch od od-
lepeni od Zemé (a po celou dobu bylo spalovéno palivo). Hmotnost celé rakety
i s palivem je mg = 2 970 tun. Dojde ke spéleni celkem 2160 tun paliva, takze
hmotnost rakety klesne na 810 tun (tésné pred oddélenim kusu rakety). Rychlost
hoteni tedy je ¢ = 13,5 tun za sekundu. Vytokovd rychlost je w = 2, 58 kilometru
za sekundu (specificky impuls je 263 s). Prameér rakety je kolem 10 metra.

Po 160 sekundéch mé raketa dosdhnout ptiblizné rychlosti 2 300 m/s, vysky okolo
67 km a odchyli se asi 0 93 km od mista startu.

Pokud pouzijeme pro nalezeni neznamého 1thlu € hruby odhad jako pomeér odvésen
v trojuhelniku, tak bude tan 6 = % a tedy sin 6 =~ 0, 58 (okolo 36 stupmnu).
Plocha S = 7r? ~ 80 m?. Souéinitel odporu C, = 0, 5.

Potiebujeme odhadnout velikost odporové sily (a podle toho zvolit metodu feseni).
Jako spodni odhad pouzijeme pomér odporové a tihové sily na konci (ve vysce
67 km je hustota vzduchu cca. 0,000 1 kg/m?)

F, C-S-p-v® 0,5-80-0,000 1-2500%
F, 2-m-g-sinf  2-810000-9,8-0,58

=0,27% .

Pro horni odhad pouzijeme hodnoty, které budou vidét ve vzorci (hustota ve
vysce asi jen 8 km, ale s uz dost velkou ¢dsti paliva spdlenou)

F, C.-S-p-v*>  0,5-80-0,5-500% oo
F, 2-m-g-sinf 2-2000000-9,8-0,58 "

To je samoziejmé dost hrubé, protoze tusime, ze raketa bude pomérné brzo v ta-
kové vysce, ze se piispévek odporové sily jisté nebude blizit dvaceti procentum.
Kdyz bychom dokonce misto 500 dali tFeba 700, tak se dostaneme ke skoro 50 %,
ale pti takové rychlosti uz bude raketa jisté v takové vysce, ve které uz hustota
bude znatelné mensi, tj. tak, ze ,prebije“ druhou mocninu rychlosti. Polozme
tedy F, = 0,2F, (tj. 20 %).

4Vynésely kosmické lodé Apollo, véetné Apolla 11, které pfistdlo na Mésici.



Ted uZ sta¢i pfimo pouzit odvozené vztahy

v(T) = wlog _ Mo Tkgsin6
mo —qT
w mo 2kg |
x(t) = = |q7 + (¢7 — myo) log - sin 0
q mo — qT 2
2970
v(160) = 2 580 - log o= — 160 - 1,298 0,58 = 2 260 m /s
—_——
3 352 m/s 1 091 m/s
2 580 2 970
160) = 2160 — 810 - log —— | —160%-0,5-1,2-9,8-0,58 = 124, 4 km .
x( ) 13’5 Og 810 ) ) ) ) b m
87,3 km
211,67 km

V nasem priblizeni skute¢ného problému predstavuje urazena draha vlastné preponu
trojuhelniku se stranami 67 a 93 a ta je podle Pythagorovy véty dlouhd asi 114,5
km.

Prvni ¢islo je hodnota, kterou bychom dostali z Ciolkovského rovnice a to druhé je
nase prvni oprava plynouci ze zapoc¢itani odporovych sil. Rychlost vysla az prekvapiveé
velmi presné, draha az tak pfesnd nebyla, ale na druhou stranu tady se piimo
projevuje nas hruby odhad sklonu. Pro obé veli¢iny tedy vysly hodnoty ze kterych

se da udélat mnohem pfesnéjsi predstava.



5 Zaveér

V préci jsme s vyuzitim elementdarnich nastroju nejdiive popsali chovani rakety
v idedlnim prostiedi. Potom jsme se pokusili zakomponovat do tohoto modelu
vyznamné vlivy, které v prubéhu letu pusobi. V piipadé gravita¢nich t¢inku se
nam to podafilo v zdsadé bez problému. Ohledné odporu vzduchu jsme narazili
na komplikace, které by obecné feSeni takové problému nutné obsahovalo. Proto
jsem zkoumali, jak nahradit obecnou zavislost né¢éim snadnéji popsatelnym (a
pocitatelnym). Takto jsme nakonec popsali, jak postupovat v jednotlivych si-
tuacich (na které jsme puvodni problém pievedli). Na konci jsme si ukdzali, zda
vysledky, ke kterym jsme takto dosli, popisuji skutecnost skutecné presnéji (a jak
moc je toto zpfesnéni vyznamné) nez puvodni popis v idedlnim prostiedi.

Préce se da potencialné déle rozsifit. V prvni fadé se nabizi zpfesnéni jednotlivych
priblizeni, ktera jsme provedli. Jako urc¢en{ thlu sklonu (které ve skuteénosti nenf
konstantni) nebo vypordadani se s ménici se hustotou vzduchu. Mozné se pokusit
fesit Riccardiho rovnici ke které jsme dosli.

Déle by to byly problémy hleddni nejefektivnéjsiho sklonu v pribéhu letu nebo
také hleddn{ nejvhodnéjsiho slozenf paliva (které ovlivn{ zminény specificky im-
puls) a pifpadné také pocet a velikost jednotlivych stupnu, aby byl let (opét) co
nejefektivnéjsi.
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