I1.3. Adjungovany operator, symetrické a samoadjungované operatory.
Déle budeme uvazovat pouze operatory na Hilbertové prostoru H.
Skalarni soucin prvki z,y € H znacime (x,y).

Poznamka: Je-li H Hilbertuv prostor, pak H x H je také Hilbertuv prostor, pokud
skalarni sou¢in definujeme vzorcem

((z1,22), (Y1, ¥2)) = (T1,91) + (T2, Y2), (21, 72), (1,92) € H x H.
Definice. Necht T je husté definovany operdtor na H.

e Symbolem D(T™*) oznacme mnozinu viech y € H, pro které je zobrazeni
z— (Tx,y)

spojité na D(T).
e Pro y € D(T*) oznacme symbolem T™*y jediny prvek H, ktery spliuje rovnost

(Tz,y) = (x, T"y) pro vechna x € D(T).

Lemma 8. Necht T je husté definovany operdtor na H. Pak D(T*) je linedrni podprostor
H o T* je operdtor na H s defini¢nim oborm D(T*).

Operator T™ se nazyva adjungovany operator k 7.

Tvrzeni 9.

o Je-li S husté definovany a S C T, pak T* C S*.

o Je-li S+T husté definovany, plati S*+T1* C (S+T)*. Je-li navic S € L(H), plati
S*+T*=(S+T).

o Jsou-li S a ST husté definované, plati T*S* C (ST)*. Je-li navic S € L(H), plati
T*S* = (ST)*.

o Necht T je husté definovany, prosty a R(T) necht je husty. Pak (T—1)* = (T*)~1.

Tvrzeni 10 (o jadru a obrazu). Pro husté definovany operdtor T plati Ker(T*) = R(T)*.

Lemma 11 (o transformaci grafu). Definujeme V : Hx H — H x H predpisem V (x,y) =
(—y,x). Pak

o V je unitarni operdtor na H x H,

o G(T*) = (V(G(T)))* = V(G(T)*) pro husté definovanyj operdtor T na H,

Tvrzeni 12 (adjungovany operdtor a uzavienost). Necht T je husté definovany. Pak
plati:

e Operdtor T* je uzavieny.

o T md uzaviené roziivent, prdavé kdyz T* je husté definovany (pak T = T**).

o T je uzavieny, prdvé kdyz T = T** (implicitné T* je husté definovanyj).
Definice. Necht T je husté definovany operédtor na H.

e Rekneme, ze T je symetricky, pokud T C T*, tj. pokud pro kazdé x,y € D(T) plati

(Tz,y) = (z,Ty).

e Rekneme, ze T' je samoadjungovany, pokud 7' = T™.
Lemma 13. Necht T je husté definovany samoadjungovaniy operdtor. PakT je mazimdini
symetricky (tj. neexistuje vlastni symetrické rozsireni T ).

Mazimdlni symetricky operdtor nemusi biyjt samoadjungovanyj.



Tvrzeni 14 (dalsi vlastnosti symetrickych operdtort). Nechf T je symetricky husté
definovany oprdator na H. Pak plati:
(a) T je symetricksj.
) Je-li navic D(T) = H, pak T je omezeny a samoadjungovany.
) Je-li R(T') husty, pak T prosty.
) Je-li R(T') = H, pak T je samoadjungovanzj prosty a T~' € L(H).
) Je-li T samoadjungovany a prosty, pak T~ je samoadjungovany (specidlné husté
definovanyj).

Lemma 15 (o (o +i8)I — S). Necht S je symetricky na H a z € C\ R. Pak zI — S je
prosty a jeho inverze je spojitd na R(zI —S). Navic, S je uzavieny, prdvé kdyz R(zI —5)
je uzavreny.
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Véta 16 (spektrum samoadjungovaného operatoru). Pro kazdy samoadjungovany operdtor
plati O # o(T) C R.
Dusledek 17 (charakterizace samoadjungovanosti mezi symetrickymi operatory). Pro
operdtor T na H je ekvivalentni:

(a) T je samoadjungovany;

(b) T je symetricky a o(T) C R;

(¢) T je symetricky a existuje z € C\R s z,Z € p(T).



