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Lineare Algebra

Vorlesung 11

So gerne Vorli als Vorlesungshund arbeitet, hinterher ist sie doch ganz schén
ausgepowert von all der Energie, die sie zum Flieflen gebracht hat. Da braucht sie
erstmal ein Nickerchen um zu regenerieren.

Untervektorrdume unter linearen Abbildungen

Eine typische und wohl auch namensgebende Eigenschaft einer linearen Ab-
bildung ist, dass sie Geraden wieder auf Geraden (oder Punkte) abbildet.
Allgemeiner ist folgende Aussage.
LEMMA 11.1. Es sei K ein Kérper, V und W seien K-Vektorriume und
o V—=W
sei eine K -lineare Abbildung.Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Fiir einen Untervektorraum S C 'V st auch das Bild ¢(S) =
{p() | v e S} ein Untervektorraum von W.
(2) Insbesondere ist das Bild bild = (V) der Abbildung ein Unter-
vektorraum von W.
(3) Fiir einen Untervektorraum T C W ist das Urbild o™ (T) ={v e V | ¢(v) € T’}

ein Untervektorraum von V.
(4) Insbesondere ist ~*(0) ein Untervektorraum von V.

Beweis. Siehe Aufgabe 11.2. O
DEFINITION 11.2. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und
p: V—W

sei eine K-lineare Abbildung. Dann nennt man
kerng == ¢ 1(0) = {v €V | ¢(v) =0}

den Kern von .
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Der Kern ist also nach der obigen Aussage ein Untervektorraum von V.

BEMERKUNG 11.3. Zu einer m X n-Matrix M ist der Kern der durch M
gegebenen linearen Abbildung

K" — K", x+—— Mz,
einfach der Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems
Mz = 0.

Wichtig ist das folgende Injektivitdtskriterium.

LEMMA 11.4. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorraume und
p: V—W
sei eine K -lineare Abbildung. Dann ist ¢ genau dann injektiv, wenn kern ¢ =

0 sst.

Beweis. Wenn die Abbildung injektiv ist, so kann es neben 0 € V keinen
weiteren Vektor v € V mit p(v) = 0 geben. Also ist ¢1(0) = {0}. Es sei
umgekehrt kernp = 0 und seien vy,ve € V gegeben mit p(vy) = ¢(vg).
Dann ist wegen der Linearitét

p(vr —v2) = p(v1) — p(v2) = 0.
Daher ist v; — vy € kern ¢ und damit v; = wvs.

Die Dimensionsformel

Die folgende Aussage heifit Dimensionsformel.
SATZ 11.5. Es sei K ein Korper, V. und W seien K -Vektorrdume und

p: V—W
sei eine K-lineare Abbildung undV sei endlichdimensional. Dann gilt

dimg (V) = dimg (kern ) + dimg (bild ).
Beweis. Es sei n = dimg (V). Es sei U = kerngp C V' der Kern der
Abbildung und k = dimg (U) seine Dimension (k < n). Es sei
Upy oo Ug

eine Basis von U. Aufgrund des Basisergédnzungssatzes gibt es Vektoren

Vlyevv s Up_k

derart, dass
Uty .oy Uy V1y.ooy Up—k
eine Basis von V' ist. Wir behaupten, dass

w;=pv;),j=1,...,n—k,
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ecine Basis des Bildes ist. Es sei w € W ein Element des Bildes ¢(V'). Dann
gibt es ein v € V mit p(v) = w. Dieses v lasst sich mit der Basis als

k n—k
v = E sluz—i—g tjUj
i=1 j=1

schreiben. Dann ist

w = ¢(v)
k n—Fk
= @ Siu; + tj/l}j>
i=1 j=1
k n—k

= Y sioluw) + > tie(v;)
i=1 Jj=1
n—=k

= thwj,
j=1

sodass sich w als Linearkombination der w; schreiben ldsst. Zum Beweis der
linearen Unabhéngigkeit der w;, 7 = 1,...,n — k, sei eine Darstellung der

Null gegeben,
n—k
0= thw]‘.
j=1

Dann ist
n—=k n—k
@(Z%’%‘) = thsﬂ(vj) = 0.
j=1 j=1

Also gehort Z;:f tjv; zum Kern der Abbildung und daher kann man

k

n—k
E tjl)j = E S;U;
j=1

i=1
schreiben. Da insgesamt eine Basis von V' vorliegt, folgt, dass alle Koeffizi-
enten 0 sein miissen, also sind insbesondere ¢; = 0.

O
DEFINITION 11.6. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und
p: V—W
sei eine K-lineare Abbildung und V sei endlichdimensional. Dann nennt man
rang ¢ := dimg (bild ¢)
den Rang von .

Die Dimensionsformel kann man auch als

dimg (V) = dimg (kern ¢) + rang ¢
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ausdriicken.

BEMERKUNG 11.7. Es sei ¢: V — W eine lineare Abbildung mit V' endlich-
dimensional. Die Dimensionsformel besitzt die folgenden Spezialféille. Wenn
¢ die Nullabbildung ist, so ist kern¢p = V und

rang ¢ = 0.
Wenn ¢ injektiv ist, so ist kernp = 0 und
rang ¢ = dimg (V).

Der Rang liegt stets zwischen 0 und der Dimension des Ausgangsraumes V.
Wenn ¢ surjektiv ist, so ist

rang ¢ = dimg (W)

und

dimg (V) = dimg (kern ¢) + dimg (W).
BEISPIEL 11.8. Wir betrachten die durch die Matrix

011

0 2 2

M= 1 3 4

2 46

gegebene lineare Abbildung
v v 25 i ;Z
. 3 4 _

p: R° — R* gr—>My— T+ 3yt 4z
2z + 4y + 62

Zur Bestimmung des Kerns miissen wir das homogene lineare Gleichungssy-
stem

y+z 0
2y + 2z 10
x4+ 3y +4z 0
2z + 4y + 62 0
16sen. Der Losungsraum ist
1
L=<s|1]|seR
-1

und dies ist der Kern von ¢. Der Kern ist also eindimensional und daher ist
die Dimension des Bildes nach der Dimensionsformel gleich 2.

KOROLLAR 11.9. FEs sei K ein Korper und es seien V. und W Vektorrdume
tiber K der gleichen Dimension n. Es sei

p: V—W

eine lineare Abbildung. Dann ist @ genau dann injektiv, wenn @ surjektiv ist.



Beweis. Dies folgt aus der Dimensionsformel und Lemma 11.4.

Verkniipfung von linearen Abbildungen und Matrizen

In der letzten Vorlesung haben wir unter der Voraussetzung, dass Basen fi-
xiert sind, die Korrespondenz zwischen linearen Abbildungen und Matrizen
besprochen. Diese Korrespondenz beriicksichtigt auch Hintereinanderschal-
tungen und Matrizenmultiplikation, wie das folgenden Lemma zeigt.

LEMMA 11.10. Bei der Korrespondenz zwischen linearen Abbildungen und
Matrizen entsprechen sich die Hintereinanderschaltung von linearen Abbil-
dungen und die Matrizenmultiplikation. Damit ist folgendes gemeint: es seien
U, V. W Vektorriume 1iber einem Kdrper K mit Basen

U=UL, ..., Up, O ="01,...,0, UNd 10 = Wy,..., Wy,.
Es seien
Yv:U—Vundyp:V —W

lineare Abbildungen. Dann gilt fir die beschreibenden Matrizen von 1, @ und
der Hintereinanderschaltung ¢ o 1) die Beziehung

My(p o) = (My(p)) o (My()).
Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm
K M pen Me e
Wyl Wy, | 1
v v S oW,
wobei die Kommutativitdt auf der Beziehung
poW, = Wy o Mg(p)
aus Lemma 10.14 beruht. Dabei sind die (inversen) Koordinatenabbildungen
1, jeweils bijektiv, und somit ist
My (o) = \Ijrgl oo Wy
Also ist insgesamt
My(pot) = Tplo(poy)ol,
= (Uy'op)o (T,oU ) o (o)
= (\I/‘glotpo\l/n) o (\I/U_lozﬁo\lfu)
= My(p) o M (¥),
wobei hier iiberall die Abbildungsverkniipfung steht. Nach Aufgabe 10.20
stimmt die letzte Verkniipfung mit dem Matrixprodukt iiberein.

4
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Daraus folgt beispielsweise, dass das Produkt von Matrizen assoziativ ist.

Lineare Abbildungen und Basiswechsel

LEMMA 11.11. Es sei K ein Korper und es seien V' und W endlichdimen-
sionale K -Vektorrdaume. Es seien v und u Basen von V' und 1o und 3 Basen
von W. Es sei

p: V—W
eine lineare Abbildung, die beziiglich der Basen v und to durch die Matrix

M2 (p) beschrieben werde.Dann wird ¢ beziiglich der Basen w und § durch
die Matriz

M o (My()) o (M)~
beschrieben, wober M und M die Ubergangsmatrizen sind, die die Basis-
wechsel von v nach u und von v nach § beschreiben.

Beweis. Die linearen Standardabbildungen K" — V bzw. K™ — W zu
den Basen seien mit ¥, ¥, W, ¥, bezeichnet. Wir betrachten das kommu-
tative Diagramm

K" M) Km
VR Wy
MP | vV 5w L MP
' LN
K" M) K™,

wobei die Kommutativitéit auf Lemma 9.1 und Lemma 10.14 beruht. In dieser
Situation ergibt sich insgesamt
M;(w) = \If;l opoW,
\I/;l o (WU o Mpy(p)o \Iln_l) oW,
(U5 0 W) 0 My(p) o (T o Wy)
(T, "o Wy) 0 My(p) o (T, ' o Wy)™!
= M o My(p)o (M)~

U

KOROLLAR 11.12. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensio-
naler K-Vektorraum. Es sei

p:V—V

eine lineare Abbildung. Es seien u und v Basen von V.Dann besteht zwi-
schen den Matrizen, die die lineare Abbildung beziiglich u bzw. v (beidseitig)
beschreiben, die Beziehung

Mi(p) = My o Mj(p) o (My)™".



Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 11.11.
0

Es ist eine wichtige Zielsetzung der linearen Algebra, zu einer gegebenen
linearen Abbildung ¢: V' — V eine Basis v = vy, ..., v, derart zu finden,
dass die beschreibende Matrix M (¢) ,,moglichst einfach* wird.
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