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RESUMO

Uma estratégia comum para resolver um problema de equilibrio de Nash para jogadores
com varidveis continuas € aplicar o método de Newton ao sistema obtido pelas correspondentes
condicdes de otimalidade necessérias de primeira ordem. Entretanto, esta ideia ndo diferencia as
solugdes de maximizadores e pontos de sela, o que pode ser um inconveniente em problemas nio
convexos. Neste trabalho, fornecemos uma interpretacdo para o iterado de Newton da seguinte
forma: em vez de minimizar a aproximagdo quadritica das funcdes objetivo parametrizadas pela
decisdo atual do outro jogador (a estratégia do tipo Jacobi), o iterado de Newton corresponde a
minimizagdo da funcdo objetivo parametrizada por uma previsdo da acdo do outro jogador. Esta
interpretacio permite-nos apresentar um novo algoritmo newtoniano em que € introduzido um pro-
cedimento de backtracking de forma a garantir que as dire¢des newtonianas calculadas, para cada
jogador, sdo direcdes de descida para as respectivas funcdes parametrizadas. Testes numéricos ates-
tam a eficiéncia da estratégia proposta, com destaque para um problema nio convexo de localiza¢do
de facilidades.

PALAVRAS CHAVE. Equilibrio de Nash. Métodos de descida. Localizacio de instalacoes.
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ABSTRACT

A common strategy for solving a Nash equilibrium problem for players with continuous
variables is to apply Newton’s method to the system obtained by the first-order necessary optimality
conditions. However, this idea does not differentiate between maximizer and saddle point solutions,
which can be an inconvenience in non-convex problems. In this work, we provide an interpretation
for the Newton iterate as follows: instead of minimizing the quadratic approximation of the ob-
jective function parameterized by the other player’s current decision (the Jacobi-type strategy), the
Newton iterate corresponds to the minimization of the objective function parameterized by a predic-
tion of the other player’s action. This interpretation allows us to present a new Newtonian algorithm
where a backtracking procedure is introduced in order to guarantee that the calculated Newtonian
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directions, for each player, are descent directions for the respective parameterized functions. Nu-
merical tests attest to the efficiency of the proposed strategy, with emphasis on a non-convex facility
location problem.

KEYWORDS. Nash Equilibrium. Descent methods. Facility location.

MP - Mathematical Programming; L& T - Logistics and Transport

1. O problema de Equilibrio de Nash
O Problema de Equilibrio de Nash (NEP), introduzido em Nash [1951], modela um jogo
onde cada jogador visa minimizar sua prépria fungdo objetivo, mas a decisdo tomada por cada
jogador influencia o payoff dos outros jogadores. Este é um problema fundamental na economia
e na teoria do comportamento social que tem sido estudado extensivamente. Veja, por exemplo,
Arrow e Debreu [1954] e Myerson [1991]. Neste trabalho, consideramos o NEP irrestrito para dois
jogadores dado por
Minimizar  fi(z1, z2),
rp € R™ (1)

Minimizar  fo(z1,x2),
s € R™ 2)

onde f1, fo : R™ x R™ — R sdo funcdes (possivelmente ndo convexas) duas vezes continuamente
diferenciaveis que descrevem o objetivo de cada jogador a ser minimizado, parametrizado pelo
outro jogador decisdo. Uma solugdo (local) para o NEP (1-2) é um ponto (z7,x3) € R" x R™
tal que =7 € um minimizador (local) para (1) com z3 = x3, e 25 ¢ um minimizador (local) para (2)
com z; = xj.

2. Uma interpretacao do método de Newton e um algoritmo de descida
Uma solug@o (z1,xz2) para o problema de equilibrio (1-2) deve satisfazer a seguinte
condicdo de otimalidade necessdria de primeira ordem:

Vxlfl (1’1,1’2) . 0 (3)
meg (.2?1, 1‘2) 0 '
A maioria dos algoritmos para resolver o NEP (1-2) baseia-se em abordar diretamente o
sistema ndo linear de equacgdes (3), desconsiderando a estrutura de minimiza¢do do problema (1-2).
Isso ndo apresenta problemas quando f; e fo sdo convexas em relacdo as suas varidaveis de deciséo,
no entanto, na presenca de nio convexidades, o algoritmo pode encontrar maximizadores locais
ou pontos de sela tdo frequentemente quanto minimizadores locais. Nosso objetivo neste trabalho
¢ propor um algoritmo que leve em consideracdo a estrutura de minimizacdo do problema para
encontrar minimizadores locais com mais frequéncia, refletindo assim melhor o comportamento de
jogos de dois jogadores na prética.
Dado um iterando atual (x¥, z%), o passo newtoniano cldssico (d¥, d%) para resolver (3) é
dado resolvendo o seguinte sistema linear:

( Vi fie a8) Vi, fi(ef,2f) ) < df ) _ < Vo 1%, 25) )

V2 o a(ahak) V2 fo(ak, o) dj Vo fo(@h, 25)

“4)
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Seguindo as ideias tradicionais de otimizagdo, vamos substituir V2 fl(a;f) por H ik, uma
K22

aproximacao definida positiva, para gerar algum grau de convexidade em nossos modelos. Fazendo

a aproximacao

vxlfl(xlfaxé + dIQC) ~ vmfl(x]lg?xé:) + Vilmfl(:ﬂ]f,xé:)dé, (5)

vemos que, para ||d5|| pequeno, a direcdo de d¥ ¢ de descida para a fungdo fi(x%, 25 +d5%). Situagdo
andloga acontece para o segundo jogador. Isso significa que temos uma dire¢cdo de descida para uma
funcdo que considera a previsao da decisio do outro jogador.

Para garantir que a aproximagdo do gradiente seja precisa, introduzimos um tamanho de
passo t, inicializado com valor um. Depois de resolver o sistema

Hf tvilefl(xlfvxg) < dl ) _ vmfl(xlf?m’g)
tv?clng2(wlfv$§) Hég d2 szfg(wlf,ft’g) ’

testamos se valem as condig¢des

fu(ah +tdy, @5 + tdy) < fr(af, 2h + tdy) + otV fr(af, ob + tdy) " d,,
fo(@f +tdy, ab + tdy) < folah +tdy, 25) + at Vo, fo(ah + tdy, 25) " d,.

k+1

Caso obtenhamos sucesso, definimos z¥*! = z* +td. Caso contrdrio, fazemos ¢ = ¢/2 e repetimos

O Processo.

3. Problema de localizacao de instalacoes

No problema de localizacdo de instalagdes pretende-se escolher o melhor local para abrir
instalacdes. Em geral, os servidores buscam estar proximos de seus clientes devido as diversas
vantagens comerciais e logisticas que isso pode acarretar. Aqui consideramos o problema de dois
jogadores que desejam abrir uma instalacdo cada, de modo a obter o maior retorno esperado ao
negociar com NV clientes. As chances de um jogador atender a um determinado cliente dependem
da proximidade de sua instalacdo ao cliente em relacio a proximidade do concorrente. Denotando
por x; a posi¢do da instalagdo i, ¢ € {1,2}, e por z; a posi¢do do cliente j, j € {1,---, N},

xi—z; |2

) ST ST
Assim, se b € o lucro do jogador ¢ no atendimento ao cliente j, a fungio a ser minimizada por cada
jogador para obter a melhor receita esperada é

consideremos aqui que a probabilidade do jogador ¢ servir o cliente j é de 1 — T

N i 2
Vi llzs — 24|
filwi, x—) = 2 , =12, (6)
il o) Z||xi—zj||2+||mﬂi—zj||2
7j=1

resultando em um NEP.

Observe que as fungdes ndo sdo definidas quando ambas as instalacdes estdo localizadas
exatamente na posicao de um dos clientes, uma situacdo muito patoldgica que nunca foi encontrada
por nenhum dos algoritmos que executamos. De qualquer forma, esses problemas sdo complexos,
pois as func¢des sdo ndo convexas. Na Figura 1 ilustramos a fung@o objetivo do primeiro jogador em
um problema unidimensional, com a decisdo do segundo jogador fixada em 0,915 e trés clientes
localizados em 23 = 1,29 = —1 e z3 = 3, com lucro uniforme de 1. Para este problema uma
solug@o de equilibrio é (1.901,0.915), que é encontrada pelo algoritmo proposto a partir do ponto
inicial (2, 1).
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Figura 1: Funcio objetivo unidimensional para o problema de localizagdo de instalagdes.

Para uma andlise mais detalhada, consideremos agora um problema bidimensional. Para
nosso teste selecionamos um problema na forma (6) com as coordenadas dos clientes z; = (1,0), zo =
(0,1),2z3 = (—=1,0), e z4 = (0,—1). Escolhemos o vetor de lucro para cada jogador como
bt = (1,2,1,1) e b = (1,2,2,3). Executamos o algoritmo para 100 pontos iniciais aleatérios
com coordenadas geradas no intervalo [—2, 2], comparando com os métodos de Yuan, descrito em
Yuan [2011], Jacobi, como em Caruso et al. [2020], e Newton. Jacobi divergiu em 88 de 100
execucdes enquanto o método de Yuan divergiu em 97 execugdes, atingindo o nimero maximo de
iteracdes. O algoritmo proposto convergiu para um ponto de equilibrio verdadeiro em todos os ca-
sos, enquanto o método de Newton convergiu principalmente para pontos estaciondrios que nao sao
pontos de equilibrio, tendo atingido o ponto de equilibrio em apenas 13 das 100 execuc¢des. Vemos
que os métodos de Jacobi e Yuan funcionam mal e que o método de Newton € atraido por pontos
estaciondrios que nao sdo solucdo. Estes fatos decorrem da ndo convexidade e das propriedades
do jacobiano das condi¢gdes de primeira ordem correspondentes. Ja o algoritmo proposto funciona
muito bem, o que indica ser uma ideia inovadora bastante promissora para uma melhor investigacao
futura.
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