% rRmuU

REVISTA MATEMATICA UNIVERSITARIA

@ sBM

SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA

Revista Matematica Universitaria, vol. 2, 2022

ISSN: 2675-5254 — DOI: 10.21711/26755254 /rmu20228

INDICE DE CONLEY PARA FLUXOS GUTIERREZ-SOTOMAYOR

NIVALDO G. GRULHA JR., DAHISY V. S. LIMA, DENILSON TENORIO

RESuMO. Neste artigo introduzimos o leitor, por meio de exemplos, & teoria do
indice de Conley e a teoria dos fluxos Gutierrez-Sotomayor. Apresentamos também
importantes resultados de Montufar e de Rezende, sobre o célculo do indice de
Conley para fluxos GS e uma férmula para a caracteristica de Euler-Poincaré por

meio do indice de Conley.

1. INTRODUCAO

Charles Cameron Conley™, foi um
matematico estadunidense que traba-
lhou na area de sistemas dinamicos. De
forma inovadora, Conley introduziu um
indice para campos vetoriais que agrega,
além de informagoes numéricas, infor-
macoes topologicas relacionadas a ho-
motopia. Este ¢ o chamado indice de
Conley (|2]) um dos seus objetivos com
este indice era generalizar o indice de
Morse.

Jorge Manuel Sotomayor Tello®® foi
um matemaético peruano e naturalizado
brasileiro que trabalhou com equacgoes
diferenciais. Carlos Teobaldo Gutierrez
Vidalon®” | também foi um mateméatico
peruano e foi orientando de doutorado
do proprio Sotomayor.

Ficura 1. C. C. Conley 1933-1984
Fonte: Www-users.cse.umn.edu

No ano de 1982, Gutierrez ¢ Sotomayor (|4]) estenderam os resultados de Mari-
lia Peixoto e Mauricio Peixoto sobre estabilidade estrutural de campos de vetores
tangentes a variedades 2-dimensionais ([9], [10]).
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A
(B) C. T. Gutierrez 1944-2008

Fonte: impa.br Fonte: www.icmc.usp.br

(A) J. M. Sotomayor 1942-2022
FIGURA 2. Sotomayor e Gutierrez

Em seu trabalho Gutierrez e Sotomayor consideraram uma classe especial de con-
juntos que foi chamado por eles de variedades 2-dimensionais com singularidades
simples, atualmente chamamos esses conjuntos de variedades Gutierrez-Sotomayor
ou apenas variedades GS. Além de definir as variedades GS, eles consideraram alguns
fluxos especiais sobre essas variedades, hoje chamados de fluxos Gutierrez-Sotomayor
ou fluxos GS. Na Secao 3, apresentamos alguns exemplos desses fluxos.

Apesar de definido para todo fluxo continuo o indice de Conley ainda nao havia
sido calculado para os fluxos GS, mas recentemente com os trabalhos de Montufar,
de Rezende, Grulha, Lima, Raminere e Zigart essas duas teorias puderam ser rela-
cionadas e os indices devidamente calculados ([3], [5], [8]). Neste artigo, através de
alguns exemplos podemos ver um pouco dessa ligacao entre as duas teorias.

2. INDICE DE CONLEY

Nesta secao apresentamos o indice de Conley por meio de exemplos, mas antes
precisamos ter em mente duas definigoes que sao muito importantes para o enten-
dimento do indice de Conley.

Considere ¢, um fluxo continuo definido sobre um espago topologico M. Diremos
que um subconjunto compacto N C M é uma vizinhanga isolante se

Inv(N):={x € N| p(x) € N, Vt} Cint(N),

onde int(N) denota o interior de N. Isto ¢, N C M ¢é uma vizinhanga isolante
quando a parte invariante pelo fluxo de N esté contida no interior de N. Dizemos
que S é um conjunto invariante isolado quando S = Inv(N), para alguma
vizinhanga isolante .

Agora, vamos exemplificar estas duas definigoes. Considere N um retangulo fe-
chado ao redor da sela S©). Perceba que S = Inv(N) C int(N), pois o tinico ponto
que nao deixa o conjunto /N pelo fluxo é justamente o ponto de sela. Assim, o ponto
S é um conjunto invariante isolado e N é uma vizinhanca isolante. Ja se conside-
rarmos um centro S no plano®, temos que este ponto nao é um conjunto invariante
isolado, pois para qualquer compacto N tal que S € int(N) temos que inv(N) # S.

4.,
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FIGURA 3. A esquerda temos uma singularidade do tipo sela e a di-
reita uma singularidade do tipo centro.

A proxima definicdo ¢ essencial para a definicio e calculo do Indice de Conley.
Considere S um conjunto invariante isolado qualquer. Um par (N, L) de conjuntos
compactos L C N é dito um par-indice para S se satisfaz:

(i) S=Inv(N\ L);
(ii) L ¢é positivamente invariante em N, ou seja, dado « € L com ¢,(z) € N
para t € [0,t], entdo ¢i(x) € L para t € [0, t].
(iii) L é um conjunto de saida para N, isto é, dado = € N e t; > 0 tal que
o1, (z) ¢ N, entao existe ty € [0,1] de modo que p(z) € N, para t € [0, ]

e ¢, () € L.
L
-~ N
S
L
(A) Ponto de Sela no plano (B) Ponto de centro no plano

FIGURA 4. Exemplos

Agora, para fixarmos o que seria um par-indice, vamos exibir alguns exemplos.
Na Figura 4a, perceba que N \ L = N e ja vimos que N é uma vizinhanga isolante,
L é positivamente invariante e é um conjunto de saida para o fluxo, portanto o par
(N, L) é um par-indice para o conjunto invariante S. Na Figura 4b, ja vimos que
inv(N \ L) =inv(N) # S. Logo, ndo é um par-indice para o centro.

Um par (X, y) formado por um espaco topologico X e um ponto y € X é chamado
de espago pontuado e denotado por (X, ). Indicamos por [X, *] o tipo de homo-
topia do par (X, *). De maneira menos técnica e mais ludica, [ X, *] representa o
conjunto de todos os espacos que podem ser contraidos ou esticados continuamente
até ficarem iguais a (X, *). Dado um conjunto invariante isolado S e um par-indice

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm
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(N, L) para S, vamos denotar por (N/L,*) o espago pontuado obtido pelo espago
quociente N/ L, este espago é obtido pela rela¢ao de equivaléncia x ~ y < x =y ou
x,y € L, e x & a classe de equivaléncia do conjunto L, que pode ser visto como um
ponto.

O indice de Conley homotoépico de um conjunto invariante isolado S ¢ definido
como o tipo de homotopia:

h(S) := [N/L, %],

onde (N, L) é um par-indice de S. Ja o indice de Conley homolégico de S ¢é
definido como:

CH.(S) :== H.(h(5)),

onde H, denota a homologia singular reduzida sobre Z *. Os indices de Conley
numeéricos de S sao definidos como o rank dos grupos de homologia H.(h(S)), e
denotados por:

h«(S) = rank CH.(S).

Note que as defini¢oes acima dependem, a priore, do par-indice escolhido. Porém
Conley provou que, sempre existe um par-indice para um conjunto invariante isolado
e que o indice independe da escolha do par-indice, mais precisamente:

Teorema 2.1 (Conley [2]). Dado um conjunto invariante isolado S, sempre existe
um par-indice associado a este conjunto. Além disso, se (Ny, Lg) e (My, My) sao
pares-indice para o conjunto invariante isolado S, entao

[N1/ Lo, ] = [My/Moy, *].

A prova completa é um pouco técnica e foge do objetivo do artigo, mas o leitor
pode encontrar a demonstra¢ao no artigo do Conley ([2]). Aqui vamos apresentar
um roteiro para demonstragao, ou seja, os passos principais da prova.

Roteiro da demonstragao.

e Fxisténcia:
(1) Definia N* := {z € N|z-[-t,0] C N}, prove que N' é compacto e
positivamente invariante em NV;

2) Encontre um 7' > 0 adequado para N; = NT;

3) Defina N() = N1 N ((Nl N 8N) : [O,TD,

4) Prove que (Np, Ny) é um par-indice.

quivaléncia homotdpica entre os espagos pontuados:

1) Defina funcoes fe,u,0) : M1/Mo — Ny /No;

2) Com algumas hipoteses sobre (t,u,v), podemos provar que as fungdes
f(t,uv) 520 duas a duas homotopicas;

(3) Conseguimos, a partir dessas f’s, construir uma equivaléncia homoto-
pica entre [M; /My, *] e [N1/No, *].

(
(
(
o &
(
(

1A teoria de homologia singular associa a cada espaco topologico uma sequéncia de grupos
abelianos. Neste artigo faremos uso apenas de céalculos elementares da homologia singular reduzida
da esfera.

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm
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O

O proximo resultado mostra um pouco de como utilizar o indice de Conley para
investigar um conjunto invariante isolado de um fluxo.

Proposigao 2.1. Seja S um conjunto invariante isolado. Se h(S) # 0, entio S # (.

Demonstragao. Suponha que S = ). Como (), () é um par-indice para S, entdo
h(S) = 0. Assim, provamos a contrapositiva O

A proposicao anterior nos diz que, se o indice de Conley de um conjunto invariante
isolado S nao é a classe de um ponto, entao estamos diante de um conjunto S nao
vazio, ou seja, temos ao menos um ponto que é invariante pelo fluxo.

3. FLUX0S GUTIERREZ-SOTOMAYOR

O objetivo dessa segao é entender através de exemplos o que seria um fluxo
Gutierrez-Sotomayor. Estes fluxos foram apresentados pela primeira vez por Guti-
errez e Sotomayor em ([4]). Eles definiram campos vetoriais em uma classe especial
de conjuntos que chamaram de "variedades 2-dimensionais com singularidades sim-
ples". Posteriormente, Montufar e de Rezende ([8]) denominaram tais conjuntos de
variedades GS. Como na Teoria de Singularidade o termo "singularidade simples"
tem outro significado, optamos por denominéa-las singularidades controladas. Em
homenagem aos grandes mateméticos Gutierrez e Sotomayor, abreviamos ao longo
do texto por variedades, campos e fluxos GS.

Antes de definir os fluxos GS precisamos relembrar ou ver pela primeira vez alguns
conceitos basicos de Sistemas Dinamicos. Considere U C R™ um abertoe X : U —
R"™ um campo vetorial de classe C*, onde k > 1. Além disso, considere p € U e
©p(t) = ¢(t,p) o fluxo que passa pelo ponto p e é definida no intervalo maximo
I, = (w_(p),w+(p)). Se wi(p) = 400, podemos definir o seguinte conjunto:

w(p) :={qeU| I{t,} CR| t, > 00 e py(t,) — ¢, quando n — oo}.

Do mesmo modo, se w_(p) = —oo, podemos definir o seguinte conjunto:
alp) ={qeU| I{t,} CR| t, - —00 € p,(tn) = g, quando n — co}.

Estes conjuntos sao chamados, respectivamente, de w-limite e a-limite de p.
Considere p uma singularidade do campo X, ou seja, X(p) = 0. Definimos a
variedade estavel e instavel de p, respectivamente por:

Wy =A{qe U] lim o(t,q) =p},

Wy ={q e U] lim o(t,q) = p}.

Um ponto singular p de um campo vetorial X de classe C*, onde k > 1, ¢ dito
hiperbolico se todos os autovalores de DX (p) tém parte real diferente de zero.
Com essas definigoes vamos conseguir entender os fluxos GS.

Uma variedade 2-dimensional com singularidades controladas ou varie-
dade Gutierrez-Sotomayor ou simplesmente variedade GS é um subconjunto M C R"
tal que, para todo p € M, existe uma vizinhanga V,, de p em M e um difeomorfismo

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm
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(R 17p — P de classe C*°, com v(p) = 0, onde 17p ¢ uma extensao do aberto V,
para o espaco euclidiano e P é um dos seguintes subconjuntos de R3:

(1) Plano R = {(z,vy, 2z) € R*|z = 0};

(I

(2) Cone C = {(z,y,2) € R3|2% —y? — 22 = 0};

Y

(3) Cross-cap W = {(z,y,2) € R¥|z2®> —y* =0¢e 2 > 0};

R

(4) Ponto duplo D = {(x,y, 2) € R3|zy = 0};

(5) Ponto triplo 7 = {(z,y, 2) € R*|zyz = 0}.

T
N

/!

@4
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Um exemplo de variedade GS é o toro pingado'®, que é "parecido" com um toro
a diferenga ¢ que um dos circulos meridianos foi contraido, de forma continua, a
um ponto. Neste ponto, temos uma vizinhanca que ¢é difeomorfa ao cone, os demais
pontos ainda sao localmente difeomorfos ao plano.

F1GURA 5. Toro pingado

Agora, definimos o que é um campo vetorial de Gutierrez-Sotomayor que
abreviamos apenas por campo GS. Ao longo do texto, usamos X" (M) para denotar
o conjunto de todos os campos vetoriais de classe r em uma variedade M. Dada M
uma variedade GS, dizemos que X € X" (M) é um campo Gutierrez-Sotomayor
se satisfaz:

(1) X tem um numero finito de singularidades e de orbitas periddicas e todas
elas sao hiperbdlicas;

(2) Os ciclos limites singulares de X sdo simples e X nio tem conexio de sela?;

(3) Os conjuntos a-limite e w-limite de toda trajetéria de X s@o formado por
pontos singulares, érbitas periddicas ou ciclos singulares.

O fluxo ¢; induzido por um campo GS é chamado de fluxo Gutierrez-Sotomayor
ou fluxo GS. No nosso trabalho consideramos um campo GS mais restrito, onde
o fluxo GS nao admite érbitas periédicas nem ciclos limites. Isto é, consideramos
campos X € X" (M) tais que:

(1) X tem um numero finito de singularidades e todas elas sao hiperbdlicas;

(2) X nao tem conexao de sela;

(3) Os conjuntos a-limite e w-limite de toda trajetoria de X sdo pontos singu-

lares.

Agora, para fixarmos as ideias das tltimas defini¢oes apresentamos alguns exem-
plos de fluxos GS. Além disso, esses exemplos sao aproveitados na Secao 4.

Comegamos por uma singularidade do tipo plano de natureza sela como mostra
a Figura 6.

2Uma trajetoria v C M(R) é uma conexao de sela se existem duas singularidades hiperbolicas
p e g de X tais que W*(p) N W*(q) D v e W*(p) UW?#(q) é constituido de um namero finito de
trajetorias, onde W"(p) e W*(q) denotam os conjuntos instavel de p e estavel de ¢, respectivamente.

i RMU @ sBm
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PN
Na

F1GURA 6. Singularidade de tipo plano e natureza sela

Agora, a Figura 7 apresenta singularidades do tipo cone e de naturezas atra-
tora, sela e repulsora.

natureza atratora natureza sela natureza repulsora
FIGURA 7. Singularidades do tipo cone

A Figura 8 a seguir representa uma singularidade do tipo cross-cap e de natu-
reza repulsora.

F1GURA 8. Singularidade do tipo cross-cap e natureza repulsora

4. INDICE DE CONLEY DE ALGUNS FLUXOS GS

Nesta secao, apresentamos os calculos dos indices de Conley das singularidades
presentes nos fluxos GS que analisamos na Secao 3. Este e os demais casos foram
devidamente calculados por de Rezende e Montufar [8].

Comegamos analisando as singularidades do tipo plano e natureza sela. Aqui,
tomamos o par-indice (N, L) composto pelo retangulo N, em torno da singularidade
p, e por L que é formado pelos dois segmentos de reta em verde na fronteira de N.

'ﬁ"'?‘ RMU @ sBm
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L

A h(p) = S

Neste caso o indice homotopico pode ser obtido da seguinte forma: primeiro
fazemos um processo de contracao na horizontal, isto é, ao longo da variedade estavel
de p, em seguida fazemos a identificacao dos pontos assinalados e paramos por ai
porque essa ja ¢ uma figura conhecida, a l-esfera S'. Agora, o indice de Conley
homologico desta singularidade é:

Z, n=1,
0, n#l1.

Donde, o indice de Conley numérico para esta singularidade ¢ (0, 1,0).

Agora, vamos analisar as singularidades do tipo cone. O primeiro caso que va-
mos apresentar sao as singularidade de natureza sela. Aqui, tomamos o par-indice
(N, L) composto pelo cone N, em torno da singularidade p, e L formado pelos dois
segmentos em verde na fronteira de V.

f{n(Sl) = ﬁn(81§z) = {

L

N - i h(p) = S*

lﬁ"ﬁ RMU @% sBMm
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No primeiro passo, fizemos uma contracao na horizontal, pois tanto N quanto L
"nao registram buracos". No segundo passo, fizemos o processo de quociente N/L
e mais uma vez obtemos S*. Novamente, calculamos o indice de Conley homolégico
desta singularidade:

Z, n=1,
0, n#l.

H,(S") = H,(84,2) = {

Donde, o indice de Conley numérico para esta singularidade é (0, 1,0).

O segundo caso desse tipo de singularidade sao as de natureza repulsora. Neste
caso, tomamos um par-indice (N, L) formado pelo cone N, em torno da singularidade
p, e L composto de duas circunferéncias no bordo do cone N.

h(p) = S?v §%v st

Perceba que neste caso o conjunto L é composto de duas partes conexas e cada uma
delas registra buracos. No primeiro passo fizemos a identificacao de cada uma das
componentes conexas de L a um ponto, e teremos duas "sacolas unidas pelo ponto p".
No segundo passo fizemos o processo de quociente N/L. Como ainda néo chegamos
em uma figura conhecida precisamos realizar algumas contragdes no terceiro passo.
Perceba que a conexao entre as duas sacolas é um "lago", e que este lago nao pode ser
solto porque ele registra buracos, mas podemos deslizar continuamente as sacolas
até o ponto L mantendo esse lago de ligagao e foi justamente o que fizemos no
terceiro passo. Agora, chegamos em uma figura conhecida o buqué de duas S? e
uma S! coladas no mesmo ponto. Matematicamente isso corresponde a S? VS? vV S!.
Também conseguimos calcular a homologia reduzida desse buqueé,

&1, n=2;
H,(S?vsS*vshz) =<1z, n=1;
0, n#1,2.

Assim, o indice de Conley numérico desta singularidade ¢ dado por (0, 1, 2).

Agora, vamos analisar as singularidades do tipo cross-cap e natureza repulsora.
Neste caso, tomamos um par-indice (N, L) formado pelo cross cap N, em torno da
singularidade p, e L é composto pelo bordo de N.

REVISTAMATEMATICAUNIVERSITARIA . S0CIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA
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No primeiro passo fizemos apenas uma deformagao continua no conjunto L. No
segundo passo fizemos o processo de quociente N/L, mas perceba que o conjunto L
tem duas partes que registram buracos. Logo, ficamos com duas sacolas que estao
unidas por uma reta. No terceiro passo deformamos continuamente até formar
um buqué de duas esferas. Note que a reta que ligava as duas esferas nao registrava
buracos. Como nos outros casos de buqué, calculamos o indice de Conley homolégico
desta singularidade:

s vsyz) = {288 "=
0, n # 2.

Assim, o indice de Conley numérico desta singularidade ¢ dado por (0,0, 2).

5. CARACTERISTICA DE EULER-POINCARE

Nesta secao, vamos apresentar outra aplica-
¢ao da teoria de Conley que ¢é a sua ligagao com K
a Caracteristica de Euler-Poincaré. Como hoje
sabemos a caracteristica de Euler-Poincaré ¢ um
invariante topologico muito conhecido e impor-
tante na matematica. Foi introduzido por Euler
em 1758, na famosa expressao x(K) = V—-A+F,
onde K C R3 ¢ um poliedro, V o niimero de vér-
tices, A é o ntumero de arestas e F' o nimero de
faces. Por exemplo, vamos calcular a caracteris-
tica de Euler-Poincaré de um cubo como a da  FIGURA 9. Cubo ou hexaedro
Figura 9. Pela Figura 10a temos que V = 8§, regular
pela Figura 10b temos que F' = 6 e pela Fi-
gura 10c temos que A = 12. Assim, a carac-
teristica de Euler-Poincaré do cubo é dada por
X(K)=8—-12+6=2.

'ﬁ?‘n @= sBm
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Fy
V1 @== £ B By
F
Fs
Vs ai2
(A) Temos 8 vértices no po- (B) Temos 6 faces no poli- (¢) Temos 12 arestas no
liedro K edro K poliedro K

FicurA 10. Caracteristica de Euler-Poincaré do cubo

Ja em 1893, Poincaré nos mostrou que se consideramos a homologia com coefici-
entes inteiros, entao:

n

€)= > (-1,
r=0
onde [, sao os numeros de Betti de K. Logo, temos um invariante topologico. Para
os leitores que nunca viram, ou ainda nao se aprofundaram no assunto, recomenda-
mos a leitura do Capitulo 2 do livro do Brasselet 1] ou o artigo do Elon [7].
Para que tenhamos uma nocao de como o indice de Conley é interessante, trou-
xemos o seguinte resultado:

Proposigao 5.1 (Montufar e de Rezende [8]). Considere M uma variedade GS mu-
nida de um fluzo GS X, com um conjunto de singularidades £ = {p1, p2, -, Pm}-
Se (hy, hi, hy) € o indice de Conley numérico para p;, entdo:

m

X(M) =) (g — hy + hy).

i=1
Demonstracao. Sejam G, C M uma sequéncia de conjuntos tais que:
GocGicCc---CG, =

e (G;,Gi_1) é um par-indice para L; = {p;}, para todo 1 < i < m. Podemos
conseguir uma tal sequéncia de conjuntos gragas aos resultados encontradas em |[§].
Considere a sequéncia exata longa do par (G;,G;_1):

. L) H](Gl,Glfl) L) Hj,1<Gi71> L) H]—l(Gz) E)

Pela exatidao da sequéncia, obtemos:
dim(Im p;) = dim(Ker 0;)
=dim(H;(G;,Gi—1)) — dim(Im0;)
(1) = dim(H;(G;,Gi—1)) — dim(ker i,).

% RMU " sBwm
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Novamente pela exatidao da sequéncia temos que:

dim(Im p;_1) = —dim(Ker p;_1) + dim(H;_,
(2) = —dim(Im i) + dim(H;-1(G;)).

Somando as equagoes (1) e (2):

dim(Im p;_1) + dim(Im p;) = dim(Hj(G“ Gi1)) —
(

— (dim(Im i)

Portanto, temos que:

dim(Im p;_1) + dim(Im p;) = dim(H;(G;, Gi—1)) + dim(H;_4
— dim(Hj_l(Gi_l)).
Uma vez que CH.(L;) = H.(G;,Gi_1), teremos que h;(L;) = dim(

Assim,

dim(Im pj1) +dim(Im p;) = h;(Li) = B;-1(Gir) + B;-1(Gi

Para ¢ fixado, considere a soma alternada em j:
2

=0

Agora, somando a expressao acima para ¢ = 1,--- ,m, temos:

S (L) + Y (G

i,J Jj=1
Como G,, = M, temos:

Assim,

parat=1,--- ,me j=0,1,2. Portanto,

m

X(M) =) (b — hi + h).

i=1

dim(ker i)
—dim(Im i)
= dim(Hj(GZ, Gz 1)) +dim(Hj_y
— dim(Ker 1,)).

> (=17 hy(Ls) + Z(—l)j[ﬁj—l(Gi) = Bj-1(Gi-1)] = 0.

Hj(Gi, Gi—l))«

0

Agora, vamos dar um exemplo de como utilizar a proposic¢ao anterior em conjunto
com o céalculo do indice de Conley que fizemos anteriormente. Considere M como
a variedade GS composta por exatamente duas singularidades do tipo cone, uma

...........................
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singularidade p; de natureza repulsora e uma singularidade p, de natureza atratora,
como na Figura 11.

FIGURA 11. Fluxo GS na variedade M

Pelos exemplos de indice de Conley para fluxos GS, temos que o indice de Conley
numérico de p; é dado por (0, 1,2) e da singularidade p, ¢ dado por (1,0,0). Pela
Proposicao 5.1, temos que a caracteristica de Fuler é igual a:

2
X(M) = " (hi — hi + hb)
i=1
=0—-1+2)+(1-04+0)
= 2.

Definimos um bloco isolante como uma vizinhanca isolante N tal que o seguinte
conjunto:

N-:={zeN|z-[0,T) ¢ N,¥vT > 0}

é um conjunto fechado. Além disso, (N, N~) é um par-indice para Inv(N) = {p}.
Monttfar e de Rezende [8] tratam mais detalhadamente de como construir os blo-
cos isolantes, para cada tipo de singularidade, via teoria das algas generalizadas e
analisando diferentes tipos de colagem.

Para finalizar nosso artigo, vamos apresentar um 6timo resultado que da uma
relacao entre os nimeros de Betti das subvariedades que sao fronteiras do bloco
isolante contendo p, com o niimero de componentes conexas da fronteira e o indice
de Conley numérico (hg, hq, hs).

Teorema 5.1 (Montufar e de Rezende [8]). (Igualdade de Poincaré-Hopf) Con-
sidere (N1, No) um par-indice para uma singularidade p € M de X € X" (M), cujo
indice de Conley numérico é (hg, hi, he). Entao

(3) (hg —hi+ho) — (hg —hi+ ho)" =e" =7 —e” 4+ 57,

onde:

e x indica o indice de Conley para o fluro reverso;

lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm
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e e(e7) é o nimero de componentes conezas da fronteira de entrada (respec-

tivamente saida) de Ni;

o 3T = Z; b (B~ = Y i_,br), onde b (b;) € o primeiro nimero de Betti
da k-ésima componente conexa do bordo de entrada (respectivamente saida)

de Nl.
Demonstragao. Temos pela Proposigao 5.1 que,
X((N1, No)) = ha — hy + hy.

Pela sequéncia longa exata do par (Ny, Np), temos que x((N1, No)) = x (V1) —x(No).

Donde,

X(N1) = x(No) + ha — hy + ho.
Como Ny = 0N, , ficamos com a seguinte igualdade:
(4) X(N1) = X(ON7) + ha — hi + he.

Poderiamos provar também uma igualdade analoga para o fluxo reverso, isto é:

(5) X(N1) = X(ONY') + (hy = hn + ho)".
Subtraindo a igualdade (5) da igualdade (4), obtemos:
(ha = ha + hg) — (ha — ha + ho)" + x(ON} ) — x(ON;") = 0.
Donde,
(ha = ha + ho) = (ha = hy + ho)" = X(ON}) — x(ONY).

Como podemos escrever

et
ONT = Jon,,
k=1

ON~ = Jon,
k=1
temos que:
XONT) =3 X(ON7) =Y ((=1)°- 1= b});
k=1 k=1
(ON7) =) XON;) =) (=1 1-1b;)
k=1 k=1
Logo,
Y(ONT) = et Zb+ =et — 8T,
k=1
X(ON7) =e~ —Zb,; =e — [
k=1
lﬁ"ﬁ RMU @ sBMm
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Portanto,

(hg—h2+h0)—(h2—h2+ho)*:€+—B+—€_+ﬁ_.

6. CONCLUSOES

Este trabalho destaca a importéancia e a beleza do indice de Conley e suas conexoes
com diferentes linhas da matematica como: topologia algébrica, sistemas dinamicos
e singularidades. Embora o indice de Conley esteja bem definido para uma gama
muito grande de fluxos, o caso GS constitui um conjunto importante e ilustrativo
para a teoria de Conley.

O indice de Morse pode ser usado no célculo de homologia de uma variedade. O
indice de Conley, como sua generalizacao, pode ser utilizado no calculo da homologia
de intersecao no caso de variedade singular, gerando novas perspectivas na area.
Além disso, muitos casos do calculo do indice Conley ainda nao foram propriamente
calculados.
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