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RESUMO

O problema de roteamento de Onibus escolares € uma variante de problemas de rotea-
mento que busca atender a demanda de transporte de estudantes entre um conjunto possivel de pon-
tos de parada e escolas (em ambas as dire¢des). Apesar de sua importancia social e econdmica, trata-
se de um problema NP-dificil e hd uma escassez de métodos exatos na literatura para sua resolucio.
Na tentativa de diminuir essa lacuna, sdo propostos e avaliados dois algoritmos de decomposicao de
Benders para o problema. A avalia¢do em instancias da literatura mostra uma reducao consideravel
de gap e um maior nimero de solugdes 6timas comprovadas quando as propostas sdo comparadas
com a utilizag@o direta de um pacote computacional baseado em branch-and-cut.

PALAVRAS CHAVE. Roteamento de veiculos, Método exato, Programacao Inteira.

ABSTRACT
The School Bus Routing problem is a type of routing problem that accounts for transpor-
ting students between bus stops and schools (in both directions). Despite its social and economic
importance, it is an NP-hard problem and lacks exact solution methods. For this, we propose and
evaluate two Benders decomposition algorithms. Evaluating them with instances from the litera-
ture shows smaller gaps and more proven optimal solutions when compared to the direct use of a
branch-and-cut-based solver.

PALAVRAS CHAVE. Vehicle routing, exact method, integer programming.
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1. Introducao

No Brasil, de acordo com o [INEP, 2023], 47,3 milhoes de estudantes estavam matri-
culados na educacdo bdsica num conjunto de 178,5 mil escolas em 2023. No censo, também se
contabilizou 49% das matriculas se davam na rede municipal e 30% na rede estadual de ensino.
Destes estudantes, 88,8% estavam na drea urbana. A lei brasileira obriga o Estado a garantir o
transporte escolar, responsabilidade delegada aos municipios.

Além do aspecto econdmico, um transporte eficiente e seguro traz beneficios para a
Educacdo. Neste contexto, a importancia da definicdo de rotas para o transporte de estudantes €
evidenciada pela literatura da drea de Otimizagdo hd mais de 50 anos, com o Problema de Rotea-
mento de Onibus Escolares (School Bus Routing Problem, SBRP). Newton e Thomas [1969] foram
os primeiros a abordar o SBRP e, desde entdo, diversas variantes e extensdes do problema ja foram
exploradas: a escolha dos pontos de parada [Sales et al., 2018], a distancia percorrida pelos estu-
dantes até os pontos de parada [Martinez e Viegas, 2011], o horério limite para chegada a escola,
a inclusdo de estudantes com necessidades variaveis [Ansari et al., 2021; Santos et al., 2022], a
minimizacdo de custos de roteamento e/ou de nimero de veiculos [Feng et al., 2023], entre outras.
Para uma revisdo abrangente o leitor pode consultar o trabalho de Ellegood et al. [2020].

No entanto, a extensdo do problema que permite o embarque e o desembarque simultaneos
em uma rota, pelo melhor do nosso conhecimento, foi abordada apenas recentemente por Miranda
et al. [2018] e Santos et al. [2022]. Miranda et al. [2018] trataram o problema de transporte escolar
de estudantes da drea rural com uma combinacdo de busca local iterada (ILS) e um método de busca
decomposta em vizinhanca varidvel (VNDS). Em Santos et al. [2022], foram propostos e avaliados
modelos para minimizar o custo total da rota e minimizacao do tempo da rota mais longa.

Mesmo para variantes que nao consideram embarque e desembarque simultineos, 0s
métodos de solugdo tipicos sdo heuristicos [Ellegood et al., 2020]. Algumas excecdes sdo o tra-
balho de Kinable et al. [2014] e Caceres et al. [2019]. Kinable et al. [2014] utilizaram geracgao de
colunas para resolver os problemas de selecdo dos pontos de parada e de roteamento dos 6nibus. Os
autores obtiveram bons resultados nos experimentos computacionais realizados utilizando o bench-
mark de Schittekat et al. [2013]. Calvete et al. [2020] também utilizaram o conjunto de instancias
de Schittekat et al. [2013] para avaliar uma matheuristica para um problema de determinacio dos
pontos de 6nibus, alocagcdo de cada estudante aos pontos e o roteamento dos 6nibus. Caceres et al.
[2019] consideram o SBRP com foco no roteamento de estudantes com necessidades variaveis e,
apesar do método desenvolvido ser heuristico, os autores utilizam uma abordagem de geracdo de
colunas. Sharma [2024] propds um algoritmo de otimizac¢ao por colonia de formigas que considera
aspectos de sustentabilidade, como o consumo de combustivel dos veiculos. Outra variante é abor-
dada por Movafaghpour [2023], que desenvolveu uma heuristica para o problema de roteamento de
Onibus escolares com frota heterogénea com incertezas associadas ao tempo de viagem.

A falta de abordagens exatas para o problema motivou a exploracdo de decomposi¢do de
Benders [Benders, 1962] como alternativa. A decomposi¢do de Benders teve sua aplicabilidade au-
mentada com a proposta de Hooker e Ottosson [2003] e tem sido aplicada em diversos problemas de
otimizagao, entre eles corte e empacotamento, escalonamento, projeto de redes de telecomunicagao,
roteamento de veiculos e transporte de passageiros [Hooker, 2023]. Embora tenha sido aplicada a
problemas de roteamento e transporte de passageiros, nao € de nosso conhecimento uma aplicacio
para o SBRP, em especial para a variante com embarque e desembarque simultaneos.

Este trabalho explora a lacuna de uma escassez de métodos exatos que contemplem carac-
teristicas importantes do SBRP. Por isso, sdo propostos e avaliados dois algoritmos de decomposicao
de Benders para o SBRP capazes de acomodar a variagdo de embarque e de desembarque e diferen-
tes tempos de servico para os estudantes. O restante do artigo estd organizado da seguinte forma,
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na Secdo 2, o problema e uma respectiva modelagem sio apresentados. Entdo, as propostas de
reformulagdes para os algoritmos de Benders sdo apresentadas na Sec¢do 3. Os experimentos com-
putacionais s@o descritos na Se¢ao 4 e sdo tecidas conclusdes na Secdo 5.

2. Definicao e modelagem

O modelo apresentado foi proposto por Santos et al. [2022]. Para modelar o problema
de embarque e desembarque simultineos, € preciso expandir o conjunto dos pontos de 6nibus (U).
Cada ponto de 6nibus u € U € duplicado, para considerar um ponto de embarque, u®, € o desembar-
que de estudantes, u?. Os estudantes que embarcam em ¢, desembarcam na escola, enquanto os es-
tudantes que desembarcam em ¢, embarcam na escola. Portanto, dois novos conjuntos de paradas
de dnibus U¢ e U sdo definidos. Além disso, cada né de embarque estd associado a seu respectivo
n6 de desembarque. Portanto, sdo criados multiplos nds na escola para realizar as associacdes aos
pontos de énibus duplicados (Sc? associado ao conjunto U¢ e Sc® associado ao conjunto U%). Os
parametros e as varidveis do modelo sdo resumidos nas Tabelas 1 e 2, respectivamente.

Tabela 1: Parametros do modelo (1)—(24).

S conjunto de estudantes (k = 1,...,|S]);

S conjunto de estudantes que embarcam na escola (S¢ C S);

S%  conjunto de estudantes que desembarcam na escola (S? C S, SN S% =Pe SeU S = 9);

U conjunto de pontos de énibus (¢ = 1,...,n, em que n, = |U|);

Sc®  conjunto de nds de embarque na escola correspondentes aos pontos de énibus U (Sc® = {1, ..., ny});

U?  conjunto de nés de desembarque correspondentes aos pontos de énibus U (U? = {ne+1,...,2n4});

Ue conjunto de nés de embarque correspondentes aos pontos de onibus U (U® = {2n, + 1, ..., 3n4});

Sc?  conjunto de nés de desembarque na escola correspondentes aos pontos de dnibus U (Sc¢? = {3n, +
1,...,4n.});

Sc  conjunto de nés que representam a escola (Sc = {0,4n, + 1});

N conjunto de todos os nds que representam o problema (N = Sc¢® U U U U® U Sc? U Se);

N  conjunto de ndés de embarque (N = Sc® U U®);

D;;  tempo (ou distancia) parairdonézaond j (3,7 = 0,...,4n, + 1);
Uy conjunto de pontos de Onibus alcangdveis pelo estudante k (U, C U);
Tk tempo de embarque (desembarque) do estudante k;

Q capacidade dos dnibus, em nimero de estudantes.

Tabela 2: Variaveis binarias, inteiras e continuas do modelo (1)—(24).

xi;  variavel bindria que assume o valor 1 se um 6nibus percorre o arco (¢, j) e é igual a zero, caso contrdrio;

yke  varidvel bindria que assume o valor 1 se o estudante k embarca (ou desembarca) no ponto de 6nibus £ e
¢é igual a zero, caso contrario;

2 varidvel bindria que assume o valor 1 se houver embarque ou desembarque no ponto de dnibus /4, e 0
caso contrdrio;

d; ¢ igual ao nimero de estudantes que embarcam (desembarcam) no né ;

qi nimero de estudantes que estdo no veiculo apds ele visitar o né ;

ri identificador da rota a que o né ¢ pertence.

t; tempo total de embarque/desembarque no né ;

Us; tempo total da rota apds visitar o no .

Com isso, tem-se o modelo de otimizacdo linear (1)—(24). Vale destacar que, sem perda
de generalidade, as varidveis d; e ¢; podem ser consideradas continuas, pois sdo resultantes da soma
de valores bindrios, logo ndo assumem valores fraciondrios em uma solucao factivel do problema.
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minimizar Y Djjxy; (1)
(i,))ENXN

sujeito a:
> yke=1 Vk e S )
LeUy
Z Yki = d; Vi € Sc° 3)
kese
Z Ykyi—2n, = di Vi e U°® 4)
kesd
di = — disn, Vi€ St UU® (5)
> Teyri =t Vi € Sc° (6)
kese
Z Tk Yk i—2n, = ti Vie U® (7
kesd
ti = tion, Vi e SccuU*® 8)
Yre < 20 Vke S, LelU 9)
> woi =Y wio 10)
iEN 1EN
Sag=Y zi=2xu Vie N (11)
JEN JEN
4 2 @ +dj +2Q(zi; — 1) Vie N\{0},j e N,i#j (12)
4 <Q vVie N 13)
u; > u; + (Dij +t5) + M(zi5 — 1) Vi,j E N,i#j (14)
Witny = Ui + (dijitn, + titn,) Vie N° (15)
Tidn, = Ti Vi e N°¢ (16)
T > Toj Vi e N\ {0} %))
r; < jzo; + |N| (1 — z0o5) Vi e N\ {0} (18)
ri >ri—n (1 —xi) Vi,j € N (19)
r; <ri+n(l—xi) Vi,j €N (20)
xi; € {0,1} Vi,j €N Q1)
yre € {0,1} Vke S, LelU (22)
ze € {0,1} Vel (23)
d; >0,q: > 0,7 > 0,u; > 0,8 >0 Vie N (24)

A funcdo objetivo (1) minimiza a soma dos tempos (distidncias) gastos para concluir as rotas. O
conjunto de restricdes (2) garante que cada estudante k é designado a um unico ponto de dnibus ¢.
O nimero de alunos alocados a cada n6 de embarque da escola € definido nas restricdes (3). Analo-
gamente, para o desembarque, tem-se as restrigoes (4). As restricdes (5) asseguram a consisténcia
da quantidade de estudantes que embarcam em um né e desembarcam em seu né correspondente.
De forma analoga, em (6)—(8), sdo contabilizados os tempos de embarque/desembarque nos nds.

As restricdes (9) asseguram que um estudante sé pode ser alocado ao ponto de 6nibus /,
se 0 ponto estiver ativo (zy = 1). A restricdo (10) impde que todos os dnibus que deixam a escola
retornam ao final de suas rotas. As restricdes (11) garantem que um Onibus somente visitard pontos
de onibus ativos. As restri¢des (12) asseguram a consisténcia da capacidade dos veiculos durante a
rota, enquanto as restri¢cdes (13) garantem que a capacidade dos Onibus € respeitada. As restri¢des
(14) contabilizam o tempo acumulado de rota de um veiculo apés finalizar o atendimento do no j.
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As restricdes (15)—(20) asseguram as relacdes de pareamento e de precedéncia entre 0s
nds de embarque e de desembarque. As restrigdes (15) garantem que o n6 de desembarque somente
¢ visitado apds o n6 de embarque. As restricdes (16)—(20) atribuem rétulos as rotas como em
Furtado et al. [2017]. O dominio das varidveis € definido pelas restri¢cdes (21)—(24).

Note que é possivel eliminar algumas varidveis, de acordo com (25) e (26).

zi;j =0 i,j€8c:i>j, (25)
2ij =0 i,j€8c:i>] (26)

Como mencionado, o modelo (1)—(24) foi proposto por Santos et al. [2022], e estd baseado
nos modelos de Miranda et al. [2018] e Furtado et al. [2017]. Neste trabalho, a solucdo deste
modelo utilizando um resolvedor baseado em branch-and-cut é utilizada como comparacido com 0s
algoritmos de decomposicao de Benders propostos (Secdo 3).

3. Algoritmos de decomposicao de Benders

A decomposicdo de Benders baseada em l6gica ndo limita o subproblema a um problema
de otimiza¢do linear, como em sua versao cldssica [Hooker, 2023]. Na Secdo 3.1, sdo apresenta-
das duas versdes de problema mestre, cada uma atuando como um gerador de solucdes candidatas.
Essas solucdes candidatas sdo avaliadas pelo subproblema, descrito na Se¢do 3.2. As solugdes
enumeradas pelo problema mestre correspondem a uma atribui¢do de estudantes a pontos de pa-
rada, cada atribui¢do é avaliada pelo subproblema que, por sua vez, gera uma nova restri¢do para
contabilizar o custo completo da solucdo candidata.

3.1. Problemas mestres
Para a definicdo dos problemas mestres é definido o custo minimo para que um veiculo
alcance um no 7, definido em (27).

c} = miq {Di;} VjeN. 27
i€N:ij

Em que a notacio ¢ ;é j indica que o né ¢ é diferente do né j e de qualquer de suas cépias. Os
parimetros ¢, correspondem as distdncias minimas para que um veiculo alcance o ponto 1.

Também ¢é definido o conjunto P composto por todas as atribui¢des possiveis de estudan-
tes a pontos de parada. Com isso, pode-se definir pardmetros bindrios auxiliares ¥y, k € S, € U,
de forma que 7, = 1 se o estudante k € atribuido ao ponto de parada ¢ em uma atribuicdo A € P,
caso contrdrio ¥, = 0.

Foram avaliadas duas versdes do problema mestre. Na primeira versdo, chamada de
Benders-1 (Secdo 3.1.1), o problema mestre realiza a atribui¢do de estudantes a pontos de parada,
enquanto, na segunda versdo (Benders-2, Se¢ao 3.1.2), informacdes de roteamento de forma rela-
xada sao incorporadas ao problema mestre, visando guiar as solucdes enumeradas pelo mestre. Na
Secdo 3.3, é mostrado que as fungdes objetivo (28) e (33) das duas versdes do algoritmo de Benders
sdo equivalentes a funcio objetivo (1).

3.1.1. Primeira versao (Benders-1)
Seja o > 0 uma varidvel corresponde a distancia adicional (em relagdo a ), c}) per-
corrida pelos dnibus. O problema mestre da versdo Benders-1 é dado pelo modelo (28)—(32).
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v = min Zc} z20+ (28)
teU

sujeito a:
(2),09),(22),(23)

> i <Q Vi € Sc (29)
keSe

> Yki-2n, <Q VieU* (30)
kesd
a>fouy —fou, ., (—w)+ Y.  yw AEP &)

(k)€ Ay ,e=1 (k,£)€A:Y =0

a>0. (32)

A funcio objetivo (28) contabiliza os custos totais, as restricdes (29) e (30) garantem que
a atribuicao de estudantes aos pontos de parada nio viola a capacidade dos veiculos. As restri¢cdes
(31) contabilizam o custo adicional « para cada atribuicdo vidvel, em que fog,;, consideram o
custo adicional da atribuicao, computado pelo respectivo subproblema. O dominio da varidvel « é
definido em (32).

3.1.2. Segunda versao (Benders-2)

Na segunda versdo, € contabilizado o custo aproximado do roteamento também no pro-
blema mestre. Para isso, pode-se adicionar as varidveis e as restricdes de roteamento ao problema de
forma linearmente relaxada. Assim, é formulada a segunda versao do problema mestre, (33)—(36).
Essa formulacdo € uma tentativa para aumentar a velocidade de convergéncia do algoritmo.

iU (4,J)ENXN
sujeito a:
(2) — (10),(12) — (15), (16) — (20), (22) — (24)
Z Totig = Z Tje+i = 2e Le Ui {0,ny,2n4, 304} (34)
JEN JEN
> (Dij—c)ay >

(,j)ENXN

Zfosub _fosub Z (1 - yké) + Z Yke, AeP. (35)

Yke=1 Yre=0

0<uz; <1 Vi,5 € N. (36)

A funcdo objetivo (33) contabiliza os custos totais das rotas, as restri¢des (34) e (35) sdo
adequagdes de (11) e (31), respectivamente. As varidveis de roteamento x;; sdo adicionadas de
forma relaxada nesta versao (restricoes (36)).

3.2. Subproblema

No problema mestre, sdo definidos os pontos de 6nibus aos quais foram designados os
estudantes. Logo, as varidveis zy t€m seus valores fixados em 1 se hd pelo menos um estudante no
ponto de dnibus £ e 0, caso contrdrio. Portanto, definem parametros para o subproblema, denotados
por Z,. Uma solugdo para o problema mestre também define valores para as variaveis yy;, permi-
tindo a definicio dos pardmetros de demanda (d;) e tempo de servico Z;, de cada ponto de dnibus.
Assim, o subproblema pode ser definido por (37)-(42).
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fogp=min > (Dy —d) (37)
(4,7)ENXN
sujeito a:

(10), (13), (16) — (21)
D @iy =Y T =% €€ Ui €{0,n4, 204,304} (38)
JEN JEN
4 > qi+dj +2Q(wi; — 1) Vie N\{0},j € N,i#j (39
uj > wi + (Dij 4+ t5) + M(zi; — 1) Vi,j € N,i#j (40)
Uitng = Ui + (difny + Litna) Vie N° @1
qi 20,7 2 0,u; 20 Vi € N. (42)

A funcgdo objetivo e as restricdes sdo andlogas as do modelo (1)—(24) (vide Secdo 2).
Portanto, para brevidade, ndo sdo descritas aqui novamente.

3.3. Cortes de Benders, implementac¢ao do algoritmo e equivaléncia das funcoes objetivo

Um dos desafios para se projetar um algoritmo eficaz de decomposicido de Benders base-
ado em logica € a definicao de cortes efetivos. No caso dos corte (31) e (35), note que, caso um
Unico estudante mude de ponto de parada para outro, todo o corte € desativado. Isso pode fazer com
que o algoritmo enumere muitas solugdes simétricas. Uma possibilidade de melhoria € utilizar o
fato de que a adi¢do de novos pontos de parada, previamente ndo utilizados em uma atribui¢do, ndo
diminui o valor da solucdo. Assim, é possivel melhorar os cortes (31), reescrevendo-os como (43).

« Zfosub _fosub Z (1 - ykf) AeP. (43)

Yre=1

Também € possivel melhorar o corte (35) eliminando o somatério andlogo. Essa forma melhorada
das restri¢des ¢ denominada cortes de otimalidade monétonos (Monotone optimality cuts) [Hooker,
2023].

Devido ao nimero exponencial das restricdes de Benders (31) e (35), os cortes sdo adici-
onados durante a execucdo do algoritmo de branch-and-cut do pacote computacional Gurobi, utili-
zado nos experimentos, sempre que uma solucao factivel para o problema mestre € encontrada. Essa
funcionalidade foi utilizada nos experimentos, descritos na Secao 4. Essa forma de implementacio,
com o problema mestre sendo resolvido apenas uma vez, € conhecida como branch-and-check (vide
Algoritmo 1). Destaca-se também que outros pacotes computacionais oferecem a mesma funciona-
lidade.

https://proceedings.science/p/193859?lang=en
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Algoritmo 1: Algoritmo de branch-and-check utilizado. Adaptado de Hooker
[2023].
1 Seja O = {Tp}, em que Tj é raiz da drvore de branch-and-cut. Correspondendo ao
problema mestre relaxado.
2 y* =o00,p=0.
3 while O ndo for vazio do
4 p=p+ L
5 Escolhaum né T € O e remova-o de O.
6
7
8
9

Resolva a relaxagao linear (RL) no n6 7' e seja v, seu valor 6timo.
if v, < oo (RL é factivel) then

Seja (Y1, Z¢) uma solugdo 6tima de RL.
if Se (y;1., Z¢) for uma solugdo inteira then
10 Resolva o subproblema fog,s (Y1, Z¢) € seja fogyp 0 seu valor.
11 if v < fosyp then
12 Gere um corte de Benders (43), adicione-o ao mestre e adicione 1T’ em
0.
13 else if 7, < v* then
14 L 7=
15 Atualize a melhor solugdo para (7., Z¢)
16 else if 7, < v* then
17 L Ramificar no n6 7', produzindo os nés 77 e 15, adicionando-os em O.

Por fim, destaca-se que as fungdes objetivos dos modelos (1)—(24), Benders-1 e Benders-2
sdo equivalentes a funcao objetivo (1), como demonstrado em (44) e (45).

Z DijfL‘ij = Z DU.Z‘” + ZC Zi — Z C; Zi 44)

(3,7)ENXN (i,5)ENXN 1EN 1EN

Por (10), temos que: ZjeN Tij = %;, portanto:

/ /
E Dijxij = E Dijl'ij + E C; Zi — E C; Tij

(4,J)ENXN (1,J)ENXN iEN (4,J)EN XN
Z Dijmij = Z C; zi + Z (Dij - c;) Tij = Z C; z; + . (45)
(4,j)ENXN iEN (4,J)ENXN iEN

4. Experimentos computacionais

Para os experimentos foi utilizado o pacote computacional Gurobi, versdo 9.1, com quatro
threads e tempo limite de 3600 segundos para cada instancia. O ambiente computacional era equi-
pado com um processador Intel(R) Core(TM) i7-7700 CPU @ 3,60GHz, com 16GB de meméria
RAM e o sistema operacional Ubuntu 16.04. Nos resultados o gap € definido a partir dos melhores
limitantes superior (U B) e inferior (L B) da seguinte forma 100%.

Para os experimentos, foram utilizadas 112 instancias de Schittekat et al. [2013]. Nesse
conjunto de instancias, o nimero de pontos de Onibus varia entre 5 e 40, enquanto o nimero de
estudantes varia entre 25 e 800. Cada instincia descreve a distincia entre as paradas, a capacidade
maxima dos 6nibus e a maxima distincia de caminhada de cada estudante. E considerado o plano
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euclidiano para o cdlculo das distancias utilizadas. As instancias sdo as mesmas utilizadas no tra-
balho de Santos et al. [2020]. Nao foram encontradas instancias na literatura com as caracteristicas
de embarque e desembarque simultaneos. Sendo assim, nos experimentos realizados, tem-se que os
conjuntos correspondentes as viagens da escola para o pontos de 6nibus sio vazios.

Os algoritmos de Benders foram capazes de reduzir o gap médio quando comparado com
a utilizacdo direta do modelo (1)—-(24). Na Tabela 3, observa-se que para todos os conjuntos de
instancias o gap médio de Benders-1 e Benders-2 nunca foi superior a utilizagdo do modelo (1)—
(24), sendo inferior em 11 (dos 14) casos. A maior diferenca, em média, foi de mais de 50 pontos
percentuais. O nimero de provas de otimalidade das solucdes também foi superior quando o al-
goritmo de Benders foi utilizado (42 contra 31). Em termos de instincias sem solucdo factivel
encontrada nao hd uma superioridade clara de desempenho entre os métodos de solugao.

A diferenca de desempenho entre as versdes da decomposicdo de Benders € mais sutil em
relacdo a utilizacdo do modelo (1)—-(24) (Tabela 3). Embora, apenas em um dos casos, o gap médio
do Benders-1 tenha sido inferior ao Benders-2, a diferenca nao superou 5 pontos percentuais. Outra
desvantagem do Benders-1 foi a auséncia de solugdo factivel em nove das instancias (contra sete do
Benders-2).

Tabela 3: Resultados computacionais agrupados pelas caracteristicas das instancias. As colunas

representam o nimero de pontos de parada (|U]), o nimero de estudantes (|S|), o gap, o nimero de provas

de otimalidade (NO) e o niimero de instancias sem solucdo factivel (NS) para a modelo (1)—(24), para
Benders-1 e Benders?2.

Modelo (1)-(24) Benders-1 Benders-2

Ul |S] Gap(%) NO NS Gap(%) NO NS Gap(%) NO NS
5 25 0,00 8 0 0,00 8 0 0,00 8 0
5 50 0,00 8 0 0,00 8 0 0,00 8 0
5 100 0,00 8 0 0,00 8 0 0,00 8 0
10 50 2,13 5 0 0,00 8 0 0,00 8 0
10 100 18,75 1 0 0,08 7 0 0,08 7 0
10 200 34,63 1 0 2,08 2 0 2,23 2 0
20 100 42,75 0 0 11,75 1 0 11,58 1 0
20 200 60,38 0 0 19,52 0 0 19,21 0 0
20 400 69,57 0 2 12,23 0 1 11,85 0 1
40 200 84,25 0 0 51,58 0 0 49,74 0 0
40 400 86,50 0 1 48,73 0 2 46,27 0 1
40 800 88,14 0 3 30,81 0 3 26,42 0 3
80 400 95,33 0 1 82,61 0 1 78,44 0 1
80 800 97,86 0 1 83,56 0 2 81,03 0 1
Total 31 8 42 9 42 7

5. Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho, é explorada uma variante do problema de roteamento de 6nibus escolares
(School Bus Routing Problem, SBRP). Foram desenvolvidas duas variagdes branch-and-check de
algoritmos de decomposi¢do de Benders baseado em ldgica para sua resolugdo. As duas variagdes
sdo capazes de acomodar caracteristicas como o embarque e desembarque de estudantes e tempos
de servico varidveis. A proposta explora uma lacuna de falta de métodos exatos para o SBRP de
forma geral.

Os resultados obtidos para instincias da literatura argumentam em favor do potencial do
algoritmo de decomposicao, atingindo gaps consideravelmente inferiores em relagdo a utilizagdo de
um modelo de programacio linear inteira mista da literatura. Houve também um aumento signifi-
cativo no nimero de instancias com a otimalidade provada (de 31 para 42). Apesar dos resultados
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encorajadores, as instancias de maior porte (80 pontos de parada) continuam bastante desafiadoras
para os métodos exatos propostos.

Inclusive, uma oportunidade de trabalho futuro estd na sofisticacdo dos algoritmos de
decomposi¢do, com a proposi¢do de cortes mais efetivos e a exploracdo do fornecimento solugdes
iniciais. Outra oportunidade de trabalho futuro € a producdo e experimentacdo de instancias que in-
corporem caracteristicas de cendrios urbanos mais realistas € embarque e desembarque simultaneos.
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