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RESUMO

TOLEDO, L. H. D. Dicotomias em equacoes diferenciais ordinarias generalizadas. 2023. 86
p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ci€ncias Matematicas e de
Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

A teoria de equacgdes diferenciais ordindrias generalizadas — ou simplesmente EDOGs — ¢ uma
teoria de equacgdes diferenciais em espagos de Banach que lida com funcdes que apresentam
muitas descontinuidades e (ou) sdo de variacdo ilimitada. Neste contexto, se X denota um espaco

de Banach, apresentaremos o conceito de dicotomia exponencial para EDOGs da forma

dx
& = DA,

em que A : R — L(X) é um operador, e exibiremos condi¢des suficientes para a existéncia e

unicidade de solucdes limitadas (e T — periddicas) para o problema perturbado

dx
& = DA+ £()],

onde os operadores A : R — L(X) e f : R — X satisfazem certas condi¢des especificas.

Além disso, aplicaremos os resultados obtidos a outros tipos de equagdes diferenciais: equagoes

diferenciais em medida (EDMs) e equacdes diferenciais impulsivas (EDIs).

Palavras-chave: Dicotomia exponencial, equagdes diferenciais ordindrias generalizadas, equa-

coes diferenciais em medida, equacdes diferenciais impulsivas, solu¢des limitadas.






ABSTRACT

TOLEDO, L. H. D. Dichotomies in generalized ordinary differential equations. 2023. 86
p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ci€ncias Matematicas e de
Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

The theory of generalized ordinary differential equations — or simply GODEs — is a theory of
differential equations in Banach spaces which deals with functions that have many discontinuities
and (or) are of unbounded variation. In this context, if X denotes a Banach space, we present the

concept of exponential dichotomy for GODEs of the form

dx
& = DA,

where A : R — L(X) is an operator, and we exhibit sufficient conditions for the existence and

uniqueness of bounded (and 7'— periodic) solutions for the perturbed problem

dx
— =D|A(t t

= DA+ f()
where the operators A : R — L(X) and f : R — L(X) satisfy specific conditions.

In addition, we apply the obtained results to other types of differential equations: measure

differential equations (MDESs) and impulsive differential equations (IDEs).

Keywords: Exponential dichotomy, generalized ordinary differential equations, measure differ-

ential equations, impulsive differential equations, bounded solutions.
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CAPITULO

INTRODUCAO

No periodo de 1957 a 1961, os matematicos J. Kurzweil e R. Henstock definiram um novo
conceito de integral de forma independente, fazendo uma pequena modificacdo na defini¢ao da
integral de Riemann com a finalidade de ampliar o conjunto de fun¢des integraveis. Tal integral
foi denominada de integral de Riemann generalizada e que posteriormente ficou conhecida como

integral de Kurzweil-Henstock.

Existem diversos motivos pelos quais este novo conceito de integral € importante, dentre
eles, a integral de Kurzweil-Henstock integra funcdes cujo mddulo ndo € integravel (integracao
nao absoluta), ou seja, existem fungdes que sao Kurzweil-Henstock integraveis que nao sao
Lebesgue integraveis. Além disso, esta integral € capaz de lidar com fung¢des de alta oscilagdo,
com funcdes que possuem uma grande quantidade de descontinuidades e tudo isso sem perder a

ideia intuitiva da integral de Riemann.

Na mesma época em que a integral de Kurzweil-Henstock foi criada, J. Kurzweil a
utilizou no estudo de dependéncia continua de solu¢des de equagdes diferenciais ordindrias
com relacdo aos dados iniciais, incluindo a nocdo da integral de Perron generalizada que
posteriormente foi chamada de integral de Kurzweil. Neste contexto, J. Kurzweil introduziu as

equacoes diferenciais ordindrias generalizadas, ou simplesmente EDOGs.

As EDOGs sao definidas através de suas solugdes que, por sua vez, sdo definidas por
equagoes integrais de modo andlogo ao que € feito em equagdes diferenciais ordindrias clédssicas,
entretanto, cujo conceito de integral envolvido € no sentido de Kurzweil. Desta forma, como
a integral de Kurzweil abrange uma quantidade maior de fun¢des integraveis, aumentam as
possibilidades para o estudo de novas equacdes. De fato, as EDOGs compreendem varios
tipos de equacdes diferenciais, como as equacdes diferenciais ordindrias cldssicas (EDOs),
equacdes diferenciais com impulsos (EDIs), equacdes diferenciais em medida (EDMs), equacdes

diferenciais funcionais (EDFs), entre outras.

Uma das vantagens de estudar as EDOs generalizadas estd no fato de que, por ser uma
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teoria geral, na maioria das vezes, é¢ mais simples entender suas propriedades do que lidar com
as particularidades de qualquer uma das outras equa¢des mencionadas anteriormente de forma
independente uma vez que, via caracterizacao de solugdes, os resultados de EDOGs refletem em

resultados para as outras equacoes.

Diante da importancia de estudar a teoria de EDOGs e com o intuito de preservar
propriedades de outros tipos de equacdes, iremos estudar a teoria de dicotomia exponencial em
EDOG:s. Tal teoria se apresenta como uma forma de generalizar o conceito de hiperbolicidade
de equacdes lineares autonomas para equacoes lineares ndo autonomas, onde os subespacos sao
substituidos por fibrados vetoriais invariantes e as propriedades de estabilidades das solucdes

nesses conjuntos invariantes nao triviais sao uniformes.
A organizacdo deste trabalho é apresentada da seguinte forma.

No primeiro capitulo, apresentaremos os objetos de estudo, simbologia, notagdes e

algumas aplicacdes que serdo adotadas no decorrer de todo o trabalho.

No segundo capitulo, vamos introduzir os espacos de funcdes (regradas e de variagdo
limitada) que se fazem presentes na teoria da integral de Kurzweil. Além disso, apresentaremos
diversas propriedades que serdo tteis e necessdrias. O leitor habituado com outras teorias de
integracdo pode observar que estas propriedades em si, justificam a teoria de integracdo de
Kurzweil por também estarem presentes. Uma das propriedades mais importantes que ilustra

este fato é o Teorema Fundamental do Célculo (veja 2.4.1).

No terceiro capitulo deste trabalho, vamos introduzir as EDOGs, suas propriedades e
uma correspondéncia com outros tipos de equacdes. Neste capitulo, o operador fundamental
se destaca como uma aplicacao importante que fornece propriedades para as EDOGs lineares
(como por exemplo a férmula de variacdo dos parametros apresentada no Teorema 3.2.12) e,
além disso, que também € essencial para o desenvovlvimento da teoria de dicotomia exponencial
em EDOGs.

No quarto capitulo, estabeleceremos o conceito de dicotomia exponencial em EDOGs
lineares homogéneas, condi¢des sequenciais discretas para uma EDOG admitir tais dicotomias
(veja 4.2.5) e, principalmente, o apresentaremos como condic¢ao suficiente para a existéncia e
unicidade global de solu¢des limitadas (ou 7 —periddicas) para a EDOG linear ndo homogénea

perturbada como resultado principal através dos Teoremas 4.3.3 e 4.4.4.

Finalmente, no dltimo capitulo, aplicaremos estes resultados a outros tipos de equacdes
diferenciais: equacdes diferenciais em medida (EDMs) e equacdes diferenciais impulsivas (EDIs),
para justificarmos como o estudo das propriedades das EDOGs se refletem em outros tipos de

equacaoes.

Neste trabalho, os resultados em geral estardo devidamente referenciados quando ndo
forem demonstrados e aqueles que serdo demonstrados seguem adaptados as ideias do livro
(FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA, 2021).
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CAPITULO

CONTEXTUALIZACAO E PRELIMINARES

Introduziremos neste capitulo os objetos de estudo que permeiam a teoria de dicotomias
exponenciais em equagdes diferenciais ordindrias generalizadas e suas notagdes. Especificamente,
apresentaremos os espagos de funcdes regradas e de variacao limitada para, em seguida, definir a

integral de Kurzweil e apresentar suas propriedades.

2.1 Objetos de estudo e a simbologia adotada

Nesta secdo, vamos apresentar os objetos matematicos pertinentes e sua simbologia
adotada de forma detalhada, levando em consideracao a simbologia usual presente nos cursos

basicos de analise e analise funcional.

2.1.1 Intervalos

Por simplicidade, neste trabalho 7 é um intervalo nao degenerado em R (podendo ser
ilimitado).

Se tivermos a intencio de explicitar que / é ilimitado inferiormente, o denotaremos

por I~%°. Analogamente, /"> denotard o caso em que / é ilimitado superiormente.

Se tivermos a intencao de explicitar se os extremos sao abertos ou fechados, / sera
representado por (a,b),[a,b), (a,b] ou [a,b] no caso em que os intervalos sdo limitados, /~* serd

representado por (—oo,b) ou (—oo, b| €, finalmente, I por (a,+) ou [a,+oo) com a,b € R.

2.1.2 Espacos vetoriais e aplicacées frequentes

Neste trabalho, a teoria de equacgdes diferenciais ordindrias generalizadas € desenvolvida

sobre espacos de Banach de dimensao arbitraria. Assumiremos as seguintes notagoes:

e V denota um espago vetorial munido de uma norma || - [|y;
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e X e Y denotam espacos de Banach munidos de suas respectivas normas || - ||x e || - ||y;

e L(X) denota o espaco de Banach dos operadores lineares limitados definidos em X

munido da norma usual do operador | - || (x);

e L(X,Y) denota o espaco das transformacdes lineares limitadas de X em Y munido da

norma usual do operador | - [|(x y);

e O C X ou O C L(X) denota um subconjunto aberto ndo vazio com a norma usual do

respectivo espago;

e B(I,X) denota o espago de Banach das func¢oes limitadas definidas em / tomando

valores em X munido da norma do supremo || - ||o;

e C(1,X) denota o espago das funcdes continuas definidas em / tomando valores em X

munido da norma do supremo || - ||« no caso em que I = [a, b].

Observacao 2.1.1. Iremos omitir o subindice da norma quando ndo houver possibilidade de

confusdo, por exemplo, quando houver apenas uma norma em questao.

Além dos espacos vetoriais, vamos denotar algumas das aplicagdes que serdo recorrentes:

e s :C — {0,1} denota a fungio caracteristica de um subconjunto S C C, ou seja,
Xs(S) = {1} e xs(C\S) ={0};
e I;: X — X denota a aplicagio identidade dada por I;(x) = x, para todo x € X;

e Considere d € R, entdo a fungdo H; : R — {0, 1} denota a func¢iio de Heaviside que
satisfaz H;((—co,d]) = {0} e Hy((d,+<0)) = {1}.

2.2 Funcoes regradas e funcoes de variacao limitada

Uma vez conhecidos os objetos e seus simbolos associados, estudaremos nesta se¢ao
dois espacos de fun¢des fundamentais para o desenvolvimento da integral de Kurzweil: o espaco

das funcdes regradas e o espaco das fun¢des de variacao limitada.

2.2.1 Funcées regradas

Definicido 2.2.1. (Funcoes regradas) Uma funcio f : / — X é dita regrada em /, se existem
os limites Slil}l f(s)=f(t"), paratodot €I\infl e Slirtn+ f(s) = f(t), paratodo t € I\ supl.
Neste caso, definimos AT f(¢) = f(t7) — f(t), paratodo t € I\ supl e A~ f(t) = f(t) — f(t7),
para todo 7 € I\ inf].

O espago das fungdes regradas serd denotado por G(1,X).
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Definicdo 2.2.2. (Divisdes) Dizemos que d = {s,-}li'o C |a,b] é uma divisdo de [a,b] se
a=sp<...<S8q =b,

onde |d| representa o nimero de subintervalos [s;_1,s;] da divisdo d de [a, b].

O conjunto das divisdes de [a,b] serd denotado por Dy, .

Definicdo 2.2.3. (Funcio escada) Uma funcdo f : [a,b] — X é chamada de func¢éo escada se
existem d = {s,-}l.ilo € Djg ) € ci € X tais que f((si-1,5:)) = {ci} paratodoi=1,...,|d|.

O espago das fungdes escada serd denotado por E([a,b],X).
Observacao 2.2.4. Observe que E([a,b],X) C G(|a,b],X).

Teorema 2.2.5. (Caracterizacao de funcoes regradas)(NACHBIN, 2011, Teorema 1.3.1) Seja

f :]a,b] — X uma fungdo. Sao equivalentes:

1. Existe {f,}nen C E([a,D],X) que converge uniformemente para f.
2. f€G([a,b],X).
3. Dado € > 0, existe d = {si}li‘o € Dy ) tal que
sup{||f(t) — f(s)|| : t,s € (ti_1,1;), i=1,...,|d|} < &.

Corolario 2.2.6. (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA, 2021, comentario p6s Teorema 1.4)
Considere (E([Cl,b],X), || ’ ||°°)7 (G([Cl,b],X), || ’ ”°°) ¢ (B([aubLX)? || ’ ||°°)7 entao

E([a,b],X) = G([a,b],X) C B([a,b], X),
consequentemente, (G([a,b],X), || - ||~) é um espaco de Banach.

Observacdo 2.2.7. Note, por exemplo, que a aplicagdo identidade I, ¢ B(R,R), por outro lado,
Iy, € G(R,R). Portanto, em intervalos ilimitados em geral, o Coroldrio 2.2.6 ndo vale. Assim,
denotamos B(R,X)NG(R,X) por BG(R,X).

Corolario 2.2.8. (COLLEGARI, 2014, Corolério 1.2) Se f € G([a,b],X) é uma fun¢do entdo,

para cada € > 0, os conjuntos

{relab): Ift7)—fOll=¢e} e {te(abl: [If(6)— )] > e}

sao finitos e, além disso, o conjunto dos pontos de descontinuidade de f é enumeravel.
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2.2.2 Funcées de variacao limitada

Vamos introduzir as fungdes de variacao limitada e as relacionaremos com as func¢des

regradas.

Definicio 2.2.9. (Fungdes de variacdo limitada) Uma funcio g : [a,b] — V € de variacdo

limitada se a variacao total de g, definida por

var)(g) = sup vary(g),
€014 )

d|
é finita, em que varg(g) = Y ||g(si) — g(si—1)|| para toda divisdo d = {si}ldz‘l € Dig -
i=1

O espaco das fungdes de variacdo limitada em [a, b] € denotado por BV ([a,b],V ).
Observacao 2.2.10. Dizemos que g € BV (R, X) se V, = sup{var’(g): a,b €R, a < b} < oo,

Definicao 2.2.11. (Funcoes localmente de variacdo limitada) Uma funcao g : I/ — V é local-
mente de varia¢do limitada, se para todo intervalo compacto K C / temos g|, € BV (K, V).

O espaco das fungoes localmente de varia¢ao limitada é denotado por BV,,.(I,V).
Observacao 2.2.12. Observe que BV (R,X) C BV,,.(R,X), pois I, € BVj,.(R,X)\BV(R,X).

Definicio 2.2.13. (Norma da variacao) A funcao || - ||py : BV ([a,b],V) — R dada por

Igllav = |1g(a)|lv + var’(g),

¢ denominada de norma da variac¢io. Denotaremos || - ||py simplesmente por || - || quando ndo

houver possibilidade de confusdo.

Observacao 2.2.14. A norma da variacio da defini¢do anterior é, de fato, uma norma sobre
BV ([a,b],V).

Vamos introduzir algumas das propriedades basicas das func¢des de variagdo limitada.

Proposicao 2.2.15. (NACHBIN, 2011) Sejam g € BV ([a,b],V) uma fungdo e ¢ € (a,b). Entdo:

1. g € B([a,b],V);

2. llg@llv < llg(a)llv + var,(g), para todo € [, b];

3. varb(g) = vars (g) + varl (g).

Corolario 2.2.16. (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA, 2021, Observagio 1.28) Considere
g € BV ([a,b],X) uma funcéo entdo ||g|| < ||g||Bv-

Proposicao 2.2.17. (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA, 2021, Comentério pds Defini¢ao
1.25) O espago (BV([a,b],X),|| - ||pv) é de Banach.
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Proposicao 2.2.18. (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA, 2021, Lema 1.29) Vale a inclusao
BV ([a,b).X) C G([a,b],X).

Lema 2.2.19. (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA, 2021, Lema 1.30) Seja o € BV ([a, b],X).
Para cada t € [a,b], defina v(¢) = var’, (o). Entdo:

L) = v(t) = [ e(t) — ae(0)]. 1 € [a,b):

2. 9(1) =v(t”) = lla(t) —a(t™)

Teorema 2.2.20. (Teorema da Escolha de Helly) (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA,
2021, Teorema 1.34) Se {gn}neny C BV ([a,b],X) e existem M > 0 tal que, para todo n € N,
var’(g,) < M e a fungio g : [a,b] — X tal que g,(t) — g(t), para todo ¢ € [a,b], entdio g €
BV(|a,b],X) e varb(g) < M.

,t € (a,b].

2.3 A integral de Kurzweil

A integral de Kurzweil tem um papel essencial para o desenvolvimento da teoria das

equagoes diferenciais ordindrias generalizadas, que serd apresentada no proximo capitulo.

Nesta se¢do, introduziremos a integral de Kurzweil.

2.3.1 Definicao da integral de Kurzweil

Para definirmos a integral de Kurzweil, precisaremos definir alguns conceitos.

Definicso 2.3.1. (Divisdo marcada) Uma divisdo marcada de [a,b] é uma colegdo finita
d= {(Ti, [s,-,l,s,-]) ci=1,..., ’d|},

em que d = {s,-}li‘l € Digp) € Ti € [si-1,5] paracadai=1,...,|d|. Vamos denotar por 7Dy,

como sendo o conjunto de todas as divisdes marcadas de [a, D].

Definicdo 2.3.2. (Divisdo marcada parcial) Uma divisdo marcada parcial de [a,b] é uma
colecao finita

d:{(fj,]j)l j= 1,...,/{},

onde os intervalos J;’s ndo sdo sobrepostos satisfazendo U’]‘-ZIJ ; Cla,b] e t; € Jj para cada
i=1,...,j. O conjunto das divisdes marcadas parciais de [a,b] serd representado pelo conjunto
TPD, -

Observaciao 2.3.3. Note que T'Dy, ;) C TPDy, ).

Definicsio 2.3.4. (Calibre) Um calibre 6 em A C [a,b] é uma fungdo & : A — (0, +o0).
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Definicao 2.3.5. (Divisoes parciais finas com respeito a um calibre) Considere  um calibre
em [a,b]. Dizemos que d = {(7;,J;) }*_, € TPDy, ;) € uma divisdo marcada parcial 6—fina se,
paratodoi=1,...,k, temos

JiC (ti—6(m), 7+ 6(m)).

Por simplicidade, utilizaremos a nota¢do d < § para representar uma divisdo 0 —fina.

Observacao 2.3.6. Pela Observacao 2.3.3, a Defini¢do 2.3.5 pode ser aplicada para divisoes
marcadas, entretanto, a notacdo utilizada serd a mesma, porém, omitiremos a palavra “parcial”

da definicao.

Lema 2.3.7. (Lema de Cousin) (HENSTOCK, 1988, Teorema 4.1) Para todo calibre 6 em
[a,b], existe d € TDy, ;) tal que d < 6.

Vamos definir a integral de Kurzweil em sua versao que serd utilizada posteriormente

para estudarmos as equagdes diferenciais ordindrias generalizadas.

Definicio 2.3.8. (Integral de Kurzweil) Uma funcio U : [a,b] X [a,b] — X € dita Kurzweil
integravel sobre [a, b], se existir L € X tal que para todo € > 0, existe um calibre 6 em [a,b] de

maneira que

ld|

Z [U(Tiasi) - U(Tiasi—l)] —L
i=1

para toda divisdo marcada d = {(7;, [si—1,s]) 1 i=1,...,|d|} < d.

<e,

Neste caso, L é chamado de integral de Kurzweil de U sobre [a,b] e a denotamos por
[PDU(1,1).

O espago de todas as fungdes U : [a,b] X |a,b] — X Kurzweil integraveis sobre [a, b] serd
denotado por % ([a,b],X).

d|

Observacao 2.3.9. A soma presente na Defini¢io 2.3.8, Z (U (Ti,s) —U(7i,5i-1)], € chamada
=1

de soma de Riemann de U. l

Definic¢io 2.3.10. Uma fungio U : [a,b] X [a,b] — X é dita localmente Kurzweil integravel
sobre [a,b] se U € K([a, B],X), para todo [ct, B] C [a,b].

O espaco de todas as fungdes U : [a,b] X [a,b] — X localmente integréveis sobre [a,b] é
denotado por #j,.([a,b],X).

Definicdo 2.3.11. Suponha que |, f DU (t,t) exista, entdo definimos

/baDU(’L',t) :—/abDU(T,t).

Observacao 2.3.12. As Defini¢des 2.3.8 € 2.3.10 podem ser estendidas de intervalos compactos
para intervalos ilimitados da reta conforme (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA, 2021,
Comentario p6s Lema 2.2).
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Agora, apresentaremos casos particulares usuais e importantes da Defini¢do 2.3.8, referi-
dos pela literatura como integral vetorial de Kurzweil, porém, ao qual vamos nos referir por
integral de Perron e integral de Perron-Stieltjes para diferencia-los da integral de Kurzweil

(que € mais geral), proposta na Defini¢ao 2.3.8.

Definicdo 2.3.13. (Integral de Perron-Stieltjes) Sejam f : [a,b] — L(X,Y) um operador e

g : [a,b] — X uma fung¢do. Dizemos que

1. f é g—integravel (ou, Perron integravel com respeito a g) se existir L € Y tal que para

todo € > 0, existe um calibre § em [a, b] de maneira que

d|

Y F(m)lglsi) —g(si-1)] —L

i=1

<&,

para toda divisdo marcada d = {(7;, [s;i_1,s]) :i=1,...,|d|} < §.
Neste caso, L é chamado de integral de Perron-Stieltjes de f com respeito a g e a
denotamos por fff(t)dg(t).

O espaco de todas as fungdes f : [a,b] — L(X,Y) Perron integraveis com respeito a g é
denotado por K ([a,b],L(X,Y)).

2. g é f—integravel (ou, Perron integravel com respeito a f) se existir L € Y tal que para

todo € > 0, existe um calibre § em [a, b] de maneira que

d|

Y [f(si) = f(si-1))g(m) — L

i=1

<e,

para toda divisdo marcada d = {(7;, [s;—1,s]) 1 i=1,...,|d|} < 9.

Neste caso, L é chamado de integral de Perron-Stieltjes de ¢ com respeito a f e a
denotamos por ff df(t)g(r).

O espago de todas as fungdes g : [a,b] — X Perron integrdveis com respeito a f é denotado
por K/ ([a,b],X).

Observacao 2.3.14. Note que o item 1. da Defini¢do 2.3.13 € um caso particular da Defini¢ao

2.3.8 tomando U(t,t) = f(7)g(t) e, analogamente, o item 2. retrata o caso em que U(7,t) =

f(@)g(7).

Definicdo 2.3.15. (Integral de Perron) Seja g : [a,b] — X uma fun¢do. Dizemos que g é
integravel (ou, Perron integravel) se existir I € X tal que para todo € > 0, existe um calibre d

em [a,b] de maneira que
ld|

Y a(t)lsi—sioa] =1

i=1

<e,

para toda divisdo marcada d = {(7;, [si—1,s]) : i =1,...,|d|} < d.
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Neste caso, I € chamado de integral de Perron de g ¢ a denotamos por | : g(t)dt.

O espago de todas as fungdes g : [a,b] — X Perron integraveis é denotado por K ([a, b],X).

Observacao 2.3.16. A Defini¢do 2.3.15 € um caso particular da Defini¢do 2.3.8 tomando
U(t,t) =1g(1).

Observacao 2.3.17. Os conceitos de integrabilidade local dados pela Definicdo 2.3.10 se
estendem para as integrais de Perron e Perron-Stieltjes, visto que estas sdo um caso particular da

integral de Kurzweil.

2.3.2 Propriedades da integral de Kurzweil

Nesta secao, apresentaremos as principais propriedades da integral de Kurzweil que
serdo utilizadas neste trabalho. O leitor interessado nas mais diversas propriedades da integral de
Kurzweil pode consultar (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA, 2021, Capitulos 1 e 2).

Teorema 2.3.18. (Existéncia das integrais de Perron-Stieltjes) Sejam f : [a,b] — L(X,Y) um

operador e g : [a,b] — X uma fungdo.

» (SCHWABIK, 1996, Teorema 15) Se f € G([a,b],L(X,Y)) e g € BV([a,b],X) entdo a
integral ff f(t)dg(t) existe.

* (SCHWABIK, 2001, Proposi¢ao 7) Se f € BV ([a,b],L(X,Y)) e g € G([a,b],X) entdo a
integral ff df(t)g(r) existe.

Corolario 2.3.19. Sejam f : [a,b] — L(X,Y) um operador e g : [a,b] — X uma funcao.
* Se f € G([a,b],L(X,Y)) e g € BV(|a,b],X) entdo vale a desigualdade

b b
| 10ds@)| < [T lldvar ()] < I |vart (o) e

* Se f € BV([a,b],L(X,Y)) e g € G([a,b],X) entdo vale a desigualdade

b b
| dre)| < [ divar (g0l < varh(s) gl 2

Os préximos dois resultados podem ser encontrados em (BIANCONI; FEDERSON,
1999, Teorema 2.2).

Proposicao 2.3.20. (BIANCONI; FEDERSON, 1999, Teorema 2.2) Seja g € G([a,b],L(X))
um operador. Se f : [a,b] — L(X) é um operador e existe a integral |, ab f(s)dg(s) entdo a fungdo
F(t) = [ f(s)dg(s) é regrada em [a, b).

Proposicio 2.3.21. (BIANCONI; FEDERSON, 1999, Teorema 2.2) Seja g € C([a,b],L(X)) um
operador. Se f : [a,b] — L(X) é um operador e existe a integral | f f(s)dg(s) entdo a funcdo
F(t) = [! f(s)dg(s) é continua em [a,b].
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Observacao 2.3.22. A demonstraciao da Proposicdo 2.3.21 presente em (BIANCONI; FEDER-
SON, 1999, Teorema 2.2) € feita primeiro provando-se a continuidade a esquerda de F utilizando
apenas a continuidade a esquerda de g e, em seguida, um argumento andlogo ¢é feito para a
continuidade a direita, assim podemos restringir o resultado para estes casos particulares. Em
outras palavras, a continuidade a esquerda (ou a direita) de F' depende da continuidade a
esquerda (ou a direita) de g. Analogamente, o mesmo acontece com a Proposi¢do 2.3.20 em
relacdo a existéncia dos limites laterais de F em um ponto dado depender da existéncia dos

limites laterais de g neste ponto.

Observacao 2.3.23. As Proposicoes 2.3.20 e 2.3.21 também valem para as integrais do tipo

/! ab df(s)g(s) assumindo as mesmas hipdteses, mas agora sobre f.

O préximo teorema pode ser encontrado em (SCHWABIK, 2001, Teorema 13) num

contexto mais geral, porém 0 enunciaremos apenas no contexto em que estamos interessados.

Teorema 2.3.24. (Integracao por partes) (SCHWABIK, 2001, Teorema 13) Suponha que
f€G(la,b],L(X)) e g € BV([a,b],X) ou f € BV([a,b],L(X)) e g € G([a,D],X), entdo vale a
igualdade

/a bdf (1)g(t) + / bf (1)dg(t) = f(b)g(b) — f(a)g(a) +,
onde S=— Y A*f(s)Atg(s)+ Y, A f(s)A g(s).

a<s<b a<s<b

Observaciio 2.3.25. Observe que o Teorema 2.3.24 garante que integrais do tipo [ f(s)dg(s) e
/. ab df(s)g(s) existem quando uma das funcdes € regrada e a outra é de variagdo limitada, ndo

importando a ordem.

Proposicao 2.3.26. (Desigualdade de Gronwall) (SCHWABIK, 1992, Corolario 1.43) Sejam
f,g:[a,b] — [0,+e0) fungdes com f limitada e g ndo decrescente e continua a esquerda. Suponha

que existam M > 0 e K > 0 tais que, para todo s € [a,b], temos

N
1) <M+K [ f(0)dg(0)
a
Entdo, para todo s € [a, D], vale a desigualdade
f(s) < MKls)=stal,
A demonstra¢do do proximo resultado segue o mesmo raciocinio empregado no (SCHWA-
BIK, 1992, Teorema 18) para espacos de Banach em geral.

Teorema 2.3.27. (Mudanca de variaveis) Considere ¢,d € R com ¢ < d e h € C([¢,d],R)
estritamente monétona. Seja U : [h(c),h(d)] x [h(c),h(d)] — X uma funco. Se uma das seguintes
integrais |, }fl((c[;) DU (t,t) ou ff DU (h(c),h(d)) existir, entdo a outra também existe e

/h(d)DU(T f) —/dDU(h( ),h(d))
h(c) . ¢ < .
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A prova do Lema 2.3.28 pode ser encontrada em (FEDERSON; BONOTTO; MES-
QUITA, 2021, Lema 2.7).

Lema 2.3.28. (Lema de Saks-Henstock) Sejam U € ¢ ([a,b],X), € > 0 e § um calibre em
[a,b] tal que
|d|

Z[U(Ti,t,') - U(Ti’tifl)] - /bDU(Tvt)
i=1 a

<E&

para toda divisdo marcada d = {(7;, [t;_1, t,])} 1<< 0. Se
a<PI<E <N <L<n< <P <En< <D

é divisio parcial marcada d = {(&;, [B;,7;]) }"

"L, segue que

2{ (8:Bj) — (5j7%)—/lngU(r,t)}

No que segue, apresentamos o Teorema de Hake.

Teorema 2.3.29. (Teorema de Hake) (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA, 2021, Teorema
2.12 e Observagdo 2.13) Sejam U € ¢ ([a,b],X) e ¢ € [a,b]. Entdo valem os limites:

fim -/SDU(T,Z) L U(es)+Ule,0)| = /CDU(T,I);

s=¢ | Ja

fim _/bDU(T,t) Ules)+Ule.e)| = /bDU(’C,t).

s—=c | Js

A prova do préximo coroldrio segue as mesmas ideias presentes em (FEDERSON;
BONOTTO; MESQUITA, 2021, Corolério 2.14).

Corolario 2.3.30. Sejam f : [a,b] — L(X) um operador e g € G([a,b],X) ou f : [a,b] — X uma
fungdo e g € G([a,b],R) tais que a integral |, f f(t)dg(t) existe. Entdo as fungdes

)= [ 7615 e 1) = [ 1)t
sio tais que s, i € G([a,b],X) ¢ satisfazem
S(7) =50+ SOA"8(0) © i) =)~ FOA™8(0), 1€ o)
S(7) =50~ SOAg(0) © i) =) + F)A 8(0), 1€ (ab]

Na Proposi¢ao 2.3.31, apresentamos uma adaptacio da (TVRDY, 1989, Proposi¢ao 2.13)

cuja demonstracdo segue de forma inteiramente andloga.
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Proposicdo 2.3.31. (TVRDy, 1989, Proposi¢do 2.13) Sejam f € G(|a,b],L(X)), g € BV ([a,b],X)
e D = {d;}, C |a,b] tais que existe ¢ € L(X) satisfazendo f(x) = ¢ para todo x € [a,b] \ D.

Entao

/ab df(s)g(s) = (f(b) —c)g(b) — (f(a) — c)g(a).

O ultimo resultado que apresentamos nessa se¢do € uma forma mais geral do que o
apresentado em (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA, 2021, Proposi¢ao 1.67), porém, sua

prova segue de mesma forma para o caso em que f € BV,.(I,X).

Proposicdo 2.3.32. Seja [a,b] C 1. Sejam f € BV),.(I,L(X)) ou f € BVjyc(I,X) e u € BV),.(I,R).
Suponha que o : I — L(X) seja um operador localmente Perron-Stieltjes integravel com respeito
au e que a integral B(¢) = [ a(s)du(s), t €1, é tal que B € BV,,(I,L(X)). Entdo as integrais
[PdB(r)f(r) e [P a(r)f(r)du(r) existem e sdo iguais.

2.4 O Teorema Fundamental do Calculo e a integral de

Perron

Nesta secdo, apresentamos a versdo do Teorema Fundamental do Célculo para a integral
de Perron. O leitor pode encontrar uma demonstragao para o caso unidimensional em (BARTLE,
2001).

Teorema 2.4.1. (Teorema Fundamental do Calculo) (LEE; VyBORNY, 2000, Teorema 3.1.3)
Seja f : R — R” uma funcio.

1. Se f é continua em [a, b] e diferencidvel quase sempre em [a, b], entdo f’ é Perron integrével

em [a,b] e

[ 75 = 50) - sta)

2. Se f é Perron integrdvel em [a,b] e F(t) = [} f(s)ds, a <t < b, entdo F € C([a,b],R"),
F é derivavel quase sempre em [a,b] e F'(t) = f(t) para quase todo ¢ € [a, b].
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CAPITULO

EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS
GENERALIZADAS

A teoria de equagdes diferenciais ordindrias lineares desempenham um papel fundamental
na teoria das equagdes diferenciais ordindrias - EDOs - em geral, por ser mais simples de ser
estudada, fornecer diversas ferramentas para o estudo da teoria geral das EDOs e pelo fato de que
suas equacdes se relacionam por diversas vezes com outras classes de EDOs, como por exemplo,

no estudo das EDOs lineares perturbadas por classes de fungdes especificas.

De forma andloga, a teoria das equagdes diferenciais ordindrias generalizadas lineares

também possui este papel.

Primeiramente, introduziremos a teoria das equacdes diferenciais ordindrias generaliza-
das - referidas simplesmente por EDOGs - e a teoria das EDOGs lineares. Para finalizar, vamos
relacionar as EDOGs com outros tipos de equagdes diferenciais: as equacodes diferenciais em
medida - referidas simplesmente por EDMs - e as equagdes diferenciais impulsivas - referidas

simplesmente por EDIs.

3.1 As EDOGs

Nesta secdo, apresentaremos as EDOGs e suas propriedades fundamentais.

Considere F : O x I — X uma fungao.

Definicido 3.1.1. (Solucdo de uma EDOG) Dizemos que uma fun¢do x : I — X ¢é soluciao da

EDOG

dx
P = DF (x,1) (3.1)

em I, se (x(t),t) € O x I paratodo t € I e, para quaisquer 1,1, € I, vale a igualdade

) —x(o) = | ® DF(x(1),1). (32)

n
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Observacao 3.1.2. A integral do lado direito da expressdo (3.2) € apresentada no sentido da

integral de Kurzweil, ou seja, de acordo com a Defini¢do 2.3.8 tomando U (7,t) = F (x(7),1).

Observacao 3.1.3. Ressaltamos que a notacao da equacao (3.1) € puramente simbdlica para

se referir a uma EDOG: um tipo de equacgdo integral cuja integral é apresentada no sentido de

d
Kurzweil (no sentido da Definicao 2.3.8). Desta forma, o simbolo do integrando d_); ndo significa

que a solucao seja diferencidvel com respeito a 7, como € o caso do préximo exemplo.

Exemplo 3.1.4. Seja r € C([0,1],R) uma fungo que ndo admite derivada em nenhum ponto.
Defina a fung@o F : R X [a,b] — R por

F(x,t) =r(1).

Dados 11,1, € [0, 1], integrando F(x(7),t) de t; a t,, temos

DF(x(z).0) = [ % Dr(t) = r(ta) — (1),

3] 3]

15}

Portanto, r € solu¢cao da EDOG
dx
dt

por mais que r ndo seja diferencidvel em nenhum ponto de seu dominio.

DF (x,t) = Dr(t),

3.2 As EDOGs lineares

Introduziremos nesta secao a teoria das EDOGs lineares e apresentaremos a férmula da
variacdo dos parametros, o qual também € chamada de férmula da variacdo das constantes, para

EDOGs lineares perturbadas.

3.2.1 Definicao e o teorema da existéncia e unicidade
Iniciamos com a apresentacdo das EDOGs lineares.

Definicdo 3.2.1. (EDOG linear) Considere a fungdo F : X x [a,b] — X. A equagio
dx _
dt

¢ chamada de EDOG linear se F(x,7) = A(t)x+ B(t),onde A : [a,b] — L(X) e B : [a,b] — X.

DF (x,1), (3.3)

Além disso, dizemos que (3.3) ¢ homogénea se B ¢ identicamente nula e, neste caso,

dx
— = DF(x,t) = D|A(t)x|,
o = DF(x,1) = DIA(1)
caso contrario, dizemos que (3.3) é nao homogénea e escrevemos
dx

= = DIA()x+B(1)] (3.4)
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Observaciao 3.2.2. Lembremos que se x : [a,b] — X € solu¢do da EDOG linear ndo homogénea

(3.4), entao temos

) —xn) = [ DI+ B() — B(n),

I

para todos 1,1, € |a,b], em que a integral anterior é representada no sentido de Kurzweil.

Note que a soma de Riemann de ffD[A(t)x(‘L’)] tem a forma Y [A(s;) — A(si—1)]x(7),
logo, a integral [;> D[A(#)x(7)] no sentido de Kurzweil serd chamada de integral de Perron-
Stieltjes e, entdo, utilizaremos a notac¢do convencional de | abd [A(s)]x(s) para | f DI[A(1)x(7)] .
Além disso, vamos inserir um indice sobre a letra “d” no integrando para explicitarmos a varidvel

de integrac@o e evitarmos confusdes, ou seja, [, : dlA(s)|x(s) = [ f ds[A(s)]x(s).

A proposicao seguinte nos mostra que a regularidade da solu¢do da EDOG (3.4) depende

da regularidade das fun¢des que a compdem.

Proposicio 3.2.3. Considere a EDOG linear ndo homogénea (3.4). Suponha que x : [a,b] — X
¢ uma solugéo da EDOG linear ndo homogénea (3.4), A € BV ([a,b],L(X)) e B € BV ([a,b],X).
Entdo x € BV([a,D],X).

Demonstragdo. Como x € solu¢ao da EDOG linear ndo homogénea (3.4), segue da Definicdo

3.1.1 que

x(t) =x(t0) + | dIA(s)]x(s) + B(r) — Blro).

fo
quaisquer que sejam ¢,ty € |a,b].
Note que .# (t) = f,f) d[A(7)|x(7) € G([a,D],X ) uma vez que os limites laterais
t t
lim [ d[A(7)]x(7) e lim [ d[A(7)]x(7)
=19~ Jty t—=1" J1y

existem para todo ty € (a,b] e ty € [a,b), respectivamente, de acordo com o Teorema 2.3.29.

Como B € BV([a,b],X) C G([a,b],X) e x(t) = x(to) + 7 (¢t) + B(t) — B(ty), obtemos
x € G([a,b],X). Além disso, pelo Corolodrio 2.2.6, x € B([a,b],X).

Agora, vamos mostrar que x € BV ([a,b],X).

Sed = {s,-}l-i'l € Dy, ), entio paracadai = 1,...,|d|, segue das desigualdades triangular
e (2.2) vista no Corolério 2.3.19, que

(1) —x(si1)]| = \

Si )
/S d[A(s)]x(s) + B(si) = B(si—1) || < [|x]|covary | A+ vars ' B,
i—1
logo, somando em i, pelo item 3 da Proposicdo 2.2.15, obtemos

var’x < ||x||.var’A + var’B,

portanto, x € BV ([a,b],X). O
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Para apresentar o teorema de existéncia e unicidade de solucdes para a EDOG (3.4),

precisaremos de uma definicdo que serd motivada pelo seguinte lema:

Lema 3.2.4. Seja A € BV (|a,b],L(X)). Entdo I, + ATA(z) € invertivel em L(X), exceto por

finitos valores de ¢ em [a,b) e 0 mesmo vale para I; — A"A(t) em (a,b].

Demonstragd@o. Vamos mostrar o resultado para I; +ATA(t), pois o outro caso segue de maneira

andloga.

Seja A € BV ([a,b],L(X)). Pela Proposi¢do 2.2.18, A € G([a,b],X), logo, A(t) existe
para todo ¢ € [a, D).

Agora, pelo Corolério 2.2.8 aplicado a A e tomando € = 1, temos que existe um conjunto
{t1,...,tm} Cla,b) tal que |A(r7) —A(r)|| < 1 paratodo t € [a,b) \ {1, ..,tm}

Assim, o operador I; +A™ (¢) € invertivel em L(X), paratodot € [a,b)\ {t1,"* ,t;u}, uma

A" (t)k é seu operador inverso em L(X), pois, estd bem definido pela desigualdade
k=0

|A(tT) —A(2)]] < 1 e sua composigdo com I; + A (¢) resulta na identidade. O

vez que

Definicdo 3.2.5. Dizemos que A : [a,b] — L(X) satisfaz a condi¢@o:

 (A") seexiste [I; +ATA(t)]™! € L(X) para todo t € [a,b);
+ (A7) seexiste [I; — A"A(t)] "' € L(X) para todo ¢ € (a,b];
* (A) se satisfizer (A™) e (A7).

Teorema 3.2.6. (Teorema da Existéncia e Unicidade de EDOGs lineares) (SCHWABIK, 1999,
Teorema 2.10) Sejam A € BV ([a,b],L(X)), B € BV (|a,b],X) e (to,x0) € [a,b] x X. Considere o
PVI

dx
77 = DlA(@®)x+B(1)], (3.5)
x(l‘o) = X0-

* Se A satisfaz a condigdo (A™), entdo o PVI (3.5) tem solugdo tnica em [a, f);
* Se A satisfaz a condigdo (A7), entdo o PVI (3.5) tem solugdo dnica em [tg, b];
* Se A satisfaz a condigdo (A), entdo o PVI (3.5) tem solugéo tinica em [a, b].

Observacio 3.2.7. Seja A € BV,,.(R,L(X)). Se A satisfaz a condigdo (A) entdo temos a existén-

cia e unicidade global para as EDOGs lineares.
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3.2.2 O operador fundamental

Procederemos de maneira andloga a teoria cldssica das EDOs para obter o chamado
operador fundamental da EDOG linear
dx

— =D|A(¢t)x]. 3.6

o = DlA()] (3.6)
Considere a equagdo

d® _ D[A(1)|® (3.7)

dt ’ '

com ® € L(X). Pela Definigao 3.1.1, uma solugdo ® : [a,b] — L(X) de (3.7) no intervalo [a, D]

satisfaz a equacgdo integral

52
D(sy) —D(s)) = / d[A(s)]|D(s), paratodo sy,s; € [a,b].
51
Logo, se @ satisfaz as condigdo (A), entdo &P serd unicamente determinada pelo Teorema

3.2.6.

Teorema 3.2.8. Suponha que A € BV ([a,b],L(X)) satisfaca a condi¢do (A). Entdo existe um
tinico operador U : [a, D] X [a,b] — L(X) que satisfaz

t
U(t,s) = Iy + / dAAU(rs), (3.8)
N
para quaisquer 7,5 € [a,b]. Além disso, para todo s € [a,b] fixado, U(-,s) € BV ([a,b],L(X)).
Demonstragdo. A existéncia e unicidade de U segue diretamente do Teorema 3.2.6. Por sua vez,
a prova de que U(+,s) € BV([a,b],L(X) segue diretamente do Lema 3.2.3. O

Definicdo 3.2.9. (Operador fundamental) O operador U : [a,b] X [a,b] — L(X) dado pelo
Teorema 3.2.8 é chamado de operador fundamental da EDOG linear (3.6).

Corolario 3.2.10. Suponha que A € BV (|a,b],X) satisfaz a condi¢do (A) entdo, para todo
(s,x0) € |a,b] x X, a tnica solugdo x : [a,b] — X do PVI

dx
— =D|A
x(s)=xp€X
€ expressa por
x(t) =U(t,s)xo, (3.10)

onde U é o operador fundamental da EDOG linear (3.6).

Demonstra¢do. Como x € BV ([a,b],X) (veja Proposi¢do 3.2.3), entdo, quaisquer que sejam
t,s € [a,b], segue pelo item 2. do Teorema 2.3.18, que a integral [’ d[A(r)]x(r) existe e vale

/S CAIA(]x(s) = / LA (5)x0 = [U(2,5) — Llxo = x(£) — xo.

N

Logo, x é solucdo do PVI (3.9) que € unicamente determinada pelo Teorema 3.2.6. [
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Finalizaremos esta se¢cdo com algumas propriedades do operador fundamental.

Proposic¢do 3.2.11. Suponha que A € BV ([a,b],L(X)) satisfaz a condi¢do (A). Entdo o operador
fundamental U : [a,b] X [a,b] — L(X) associado a2 EDOG linear (3.6) satisfaz as seguintes

propriedades:

1. U(t,t) =1, paratodo t € [a,b];

2. Existe M > Otal que sup {||U(t,s)|], varlU(z,-), varlU(-,5)} < M;
t,s€a,b]

3. U(t,s) =U(t,r)U(r,s) para quaisquer t,r,s € [a,b];
4. Existem U(t,s)"' € L(X) e U(t,s)" ' =U(s,1);

5. Valem as seguintes igualdades para cada z,s € [a,b] :

o [UET,s)ll=Ua+ATAM]U(1,5);
o UG 5)ll=[la—A"AM)|U(2,s);
o [U(tsT)| =U(t,s)la+ATA)] s
o [Ult,s)II=U(t,s)[la—A"A@)] "
Demonstragao. 1. Direto da defini¢ao de operador fundamental.

2. Sejam 5,7 € [a,b] tais que a < s <t < b. Para todo r € [s,b], defina

S A(s), r=s,
A(r)_{ A(F), re(sb]. G-AD

Note que U(-,s) € BV([s,t],L(X)) pelo Teorema 3.2.8, logo, como A € BV ([s,t],L(X))

por ser de varia¢do limitada em [a, b], temos

/std[A(r)]U(r,s):/Std[ﬁ(r)]U(r,s)—i—/Std[A(r)—A(r)]U(r,s). (3.12)

Por outro lado, pela Definigio de A e do fato que A € BV ([s,],L(X)) C G([s,t],L(X)),
obtemos que A — A € G([s,t],L(X)). Logo, pelo Coroldrio 2.2.8, existe D = {d;}icn C [s,1]
tal que A(r) —A(r) = 0 para todo r € [s,]\ D.

Portanto, temos

Prop.2.3.31

[ dia-aejuis

def A

i
g
=
=
&
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Assim, utilizando este resultado na equacao (3.12), temos
t r
[ AU s) = [ dANIU () + A AW 1,9),
N N
logo,

Ult,s) _1d+/ MU (s _1d+/ U(r.s)+A~ AU (1,5),

e, entao,
Ly — A AU () = Iy + / dA(P]U(rs),

Ult,s) = [Iy— A~A(t) (1d+/ )

Portanto, para todo ¢ € (s,b],

0 que implica em

2.2) B
e < it a4 (14 [ @ @lo ).
Como A satisfaz a condicéo (A), para todo ¢ € (s, b], existe C > 0 tal que

U(t,s) (1+/ d, [var’( ||U(rs)||>

Note que, por A ser continua a esquerda em (s,b], a fungdo var’(A) também serd (veja
Lema 2.2.19), e entdo aplicando a Proposic@o 2.3.26 obtemos, para quaisquer s, € [a, b]
coms < f,

1U(t,s)|| < Ce cvar(A) < Cecvarb( ).

Considere agora s,t € [a,b] tais que a <t < s < b. Para todo r € [a, s], defina

= ] A(s), r=s,
A(r)—{A<r+)7 re las]. (3.13)

De maneira andloga ao caso anterior, conclui-se que, para quaisquer s,¢ € [a,b] com t < s,
U (2,5)]| < CeC VAT,

Isto implica que, para quaisquer s, € [a, D],
U (2,5)[| < CeCVAEA), (3.14)

Assim,

2.2)
< CeCVar(A) Varff (A)

[ anenues

51

[U(12,5) — U11,9)] —\
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e, portanto, para todo s € [a, b],
var’U (-,s) < CeC-Vari(4) varl (A). (3.15)

Agora, se a < 51 < 57 < b entdo

Ult,s2)—Ult,s1) = /td[A(r)]U(r,sz)—/td[A(r)]U(r,sl)

= /S:d[A(r)]U(r’SZ)_/slszd[A(’")]U("asl)—/s:d[A(r)]U(r,sl)

_ _/:zd[A(r)]U(r,sl)+/S:d[A(r)](U(r,52)_U(m]))’

isto é, S : [a,b] — L(X) definida por S(t) = U (t,s,) — U(t,s) satisfaz o PVI

“ —DlAWX],

X(s2) = = [ d[A()]U(r,s1).

(3.16)

Portanto, pelo Corolério 3.2.10,

Ul(t,s2)—Ul(t,s1) = —U(t,sz)/Szd[A(r)]U(r,sl) para todo 7 € [a, D],
51
o que implica
[U(t,52) = Ut,5)]| < U (1,52)[[Ce“Y2 var (4) < €2V Wvary (4)
e, assim, para todo ¢ € [a,b],
varlU (t,-) < C2e2CVaT A yard (). (3.17)
Por fim, tomando
M= max{CeC'VarZ(A), CeC'VarZ(A)Varz(A), Czezc'varZ(A)varZ (A)}+1,
obtemos o resultado.

. Pela defini¢do do operador fundamental U, para quaisquer ¢, s,r € [a,b],

Ut,r) :Id+/rtd[A(G)]U(c,r),

e, portanto, .
U(t,r)U(r,s) :U(r,s)—l—/r dIA(G)|U(0,1) U (r,s).

Além disso, desta ultima igualdade, temos

U(t,s):Id+/std[A(0)]U(0,s) :U(r,s)+/rtd[A(G)]U(G,s).
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Assimt+— U(t,s) et U(t,r)U(r,s) sdo solugdes do PVI

dX
X(r)=U(rys),

logo, pelo Coroldrio 3.2.10, temos

Ul(t,s)=U(t,r)U(rs).

4. Do item anterior, para t,s € [a,b], temos U (t,s)U (s,t) = U(t,t) = I,.

5. Segue diretamente do Teorema 2.3.29 aplicado a definicdo do operador fundamental.

3.2.3 Foérmula de variacao dos parametros

Nesta secdo, apresentaremos a formula da variacdo dos parametros para EDOs generali-

zadas lineares perturbadas da forma

dx

o =DIA(t)x+F(x,1)], (3.18)

emqueA : [a,b] — L(X) e a fungdo de perturbacdo F : X x [a,b] — X satisfazem certas condi¢des.

Teorema 3.2.12. (Variacao dos parametros) (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA, 2021,
Teorema 6.14) Considere A € BV ([a,b],X) satisfazendo a condi¢do (A) e F : X X [a,b] — X tal
que, para todos (x,11), (x,22) € X X [a,b], vale a desigualdade

1F (x,11) = F (x,02) | < h(t2) = h(11),

para alguma func@o A : [a,b] — R ndo decrescente. Se x € G([a,b|,X), entdo sdo equivalentes:

1. x € solugdo do PVI

dx
S =DIA@Wx+F(x.1)], (3.19)
x(to) = X05

2. x é solugdo da equacao integral

(1) = Ut 10)%0 + IOIDF(X(T),S)— toth[U(t,G)] ( /to GDF(x(T),s)), (3.20)

para todo ¢ € [a,b], onde U : |a,b] x [a,b] — X é o operador fundamental associado a

EDOG linear (3.6).
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Corolario 3.2.13. Considere A € BV ([a,b],X) satisfazendo a condi¢do (A) e B € BV ([a,b],X).
Entdo, a tnica solucéo x € BV ([a,b],X) do PVI

dx
= = D[A(t)x+B(t)], (3.21)
x(to) = xo

¢ dada por
(1) = Ult,t0)x0+ B(1) = Blto) — | dolU (1, 0)](B(0) — Bl10)).

fo

para todo t € [a,b].

3.3 Relacao entre EDOGs e outros tipos de equacoes

diferenciais

Nesta se¢do, mostraremos que classes especificas de equagdes diferenciais em medida
(EDMs) (ou equagdes diferenciais impulsiva (EDIs)) sdo equivalentes a EDOGs particulares.
Isto quer dizer que as solu¢des de uma EDM (ou EDI) particular serdo solugdes de sua EDOG

associada e vice-versa, em virtude da Defini¢do 3.1.1.

3.3.1 Correspondéncia entre EDMs e EDOGs

No estudo de equagdes diferenciais, ¢ comum nos depararmos na literatura com equagdes

do tipo
dx
i ft,x), (t,x) €IxO, (3.22)
e que podem ser perturbadas por uma fungdo g : / x O — X tornando-se
dx
== ft,x)+g(t,x), (t,x) €IxO. (3.23)

No artigo (DAS; SHARMA, 1972), os autores Das e Sharma obtiveram, sob certas
condi¢cdes sobre f e g, uma forma integral para a equacgdo (3.23) em intervalos compactos e,
entdo (3.23) pode ser reescrita na forma

x(t) = x(t0) + tf(x(s),s)ds+ tg(x(s),s)du(s), (3.24)

o o
para todo t,1y € [a,b].

Em (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA, 2021, Secdo 4.2) € apresentada uma classe
de EDMs definidas sobre um espago de Banach X e sua correspondéncia com EDOGs de forma
detalhada, entretanto, vamos estudar a classe de EDMs que satisfaz a equacao integral

t

x(t) =x(to)+ [ F(s)x(s)ds+ t%(s)x(s)du(s), (3.25)

To Io
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onde 1y, € I (I C R um subintervalo nio degenerado), .%,% : I — L(X) sdo operadores e

u: I — R é uma funcdo satisfazem as condigdes:

(M1) .# é localmente Perron integravel sobre I;
(M2) u € BVj,o(I\ {infl},R) é continua a esquerda;
(M3) ¢ é localmnente Perron-Stieltjes integravel com respeito a u sobre /;

(M4) existe uma fungdo m; : I — R localmente Perron integravel tal que

/abﬂ(s)ds < /ab my(s)ds,

para todo [a,b] C I;

(M5) existe uma funcdo m; : I — R localmente Perron-Stieltjes integravel tal que

/a " g(s)duts)|| < / ’ o ()du(s),

para todo [a,b] C I;

; -1
(M6) Set €I é ponto de descontinuidade de u entdo (Id + lim [ ¥ (s)du(s)> e L(X).

r—tt Jt

O teorema seguinte apresenta a correspondéncia entre a EDM (3.25) e sua correspondente
EDOG seguindo as mesmas ideias empregadas em (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA,
2021, Teorema 4.14) e (SCHWABIK, 1992, Teorema 5.17).

Teorema 3.3.1. (Correspondéncia EDM e EDOG) Considere ty € [a,b] C I. Entdo, a fungio
x: |a,b] — X é solugdo da EDM (3.25) com condi¢@o inicial x(f9) = xp € X se, e somente se, x

¢ solucao de

Z_:_ D [(  F(s)ds+ [ G (s)du(S)) x} : (3.26)
x(tg) = xo

No Teorema 3.3.2, apresentamos condi¢des suficientes para que a EDM (3.25) tenha

unica solugdo definida em /.

Teorema 3.3.2. (Existéncia e unicidade) Considere .% e ¢ satisfazendo (M1) - (M6). Entdo a

EDM (3.25) admite uma tnica solucao definida em /.

Demonstragdo. Para provar a existéncia e unicidade da EDM (3.25) em /, basta provar que vale

a existéncia e unicidade da EDOG correspondente

dx

=D [( w F(s)ds+ [ G (s)du(s)) X} ) (3.27)

x(l()) = X0,
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no intervalo / e, assim, obter o resultado pelo Teorema 3.3.1.

Pelo Teorema 3.2.6, basta provar que os operadores Ay, Ay : I — L(X) definidos por
Ai(r) = tf) F(s)ds e Ay(t) = f,;%(s)du(s) sdo tais que A| + A, satisfazem a condic¢do (A) e
A1 +Ay € BV([a,b],L(X)).

Sejad = {s,-}li‘o € Dy, 5)- Usando as condigdes (M1), (M3), (M4) e (M5) temos

5 |d|
/ s)ds / G (s)du(s

, L

Idl ld|

ld| ld|

;||A1(Si>+A2(Si)_A1(Si71)_AZ(Sifl)H < Z

Assim, Ay +A; € BV ([a,b],L(X)).

Por outro lado, note que A; € continua em / pela Proposicao 2.3.21, uma vez que .7
¢ integravel sobre I, por (M1), e t.I; € C([a,b],L(X)) para todo [a,b] C I. Além disso, A, é
continua a esquerda em 7 \ {inf/} pelo mesmo resultado e pela Observacdo 2.3.22, pois & é

integravel sobre I, por (M3), e u é continuo a esquerda em I \ inf/, por (M2). Assim,
(s — [A1 (1) +A2(1) = (A1 (17) +A2 (1)) = La € LX),

paratodor € I\ {infl} e

Lo+ A () + A () — (A1 () A2 ()™ = (la+A(th) —Ax(r) ™!
, -1
(M6) <1d+ lim g(s)du(s)) e L(X),

paratodo ¢ € I\ {supl}, e assim, A| + A, satisfaz a condicdo (A).

Pelo Teorema 3.2.6 e pela Observagdo 3.2.7, a EDOG 3.27 admite uma unica solugdo

definida no intervalo /. O resultado segue pelo Teorema 3.3.1. ]

Agora, iremos apresentar o conceito do operador fundamental associado a EDM (3.25).

Teorema 3.3.3. Existe um unico operador V : I x I — L(X) tal que

V(t,s) —Id~|—/ (r,s dr~|—/ G (r)V(r,s)du(r), (3.28)

quaisquer que sejam ¢, s € I. Além disso, para cada s € [ fixado, V(-,s) € BV},.(I,L(X)). Para
to € I, a fungdo x(1) = V (z,10)xo é a tnica solugdo de (3.25) satisfazendo x(tp) = x¢ € X.

Demonstracdo. Pelo Teorema 3.2.8 existe um unico operador U : I x I — L(X) tal que, para

todos t,s € I, temos
t
Ult,s) :1d+/ AL (F) + A (MU (1),
S
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com Aj,Ay : I — L(X) operadores definidos por A (1) = tf) F(s)dseAy(t) = fti) G (s)x(s)du(s).
Pela demonstragdo do Teorema 3.3.2 temos que A + A, satisfaz a condicéo (A) e pela Proprie-
dade 3.2.11, 2., segue que U(+,s) € BV,.(I,L(X)) para cada s € I. Assim, valem

/s A (F)]U (1) = / AL () — Ay ()]U (1, 5) TP / ' F (AU (r5)dr

t t 1
[ dina)v(ns) = [ diaa) - AU () "2 [ 90U s)aut),
N N N
isto €, . [
Ult,s) = Iy +/ ﬁ(r)U(r,s)dr—l—/ G (U (r,s)du(r),
N N
parat,s € I. Assim, o operador V : I x I — L(X) definido por V (¢,s) = U(t,s), parat,s €I, é 0

unico que satisfaz (3.3.3).

Agora, seja x(t) =V (t,19)xp, com xg € X et € I. Como estamos assumindo as condi¢des
(M1) - (M6) e vale a igualdade

/l’y(s)x(s)dw ' (s)x(s)du(s) — /ttgf(s)V(s,to)xods—F "G (5)V (5,10 xodu(s)

0 0] 0 )
= (V(l‘,t()) —Id)x()
= x(t) —xo,

segue pelo Teorema 3.3.2 que x(7) = V (¢,19)xo € a tnica solucéo de (3.25) tal que x(tg) =xg. [

Definicdo 3.3.4. O operador V : I x I — L(X) satisfazendo a equagdo integral (3.28) é chamado
de operador fundamental da EDM (3.25).

Como consequéncia direta da demonstracao do Teorema 3.3.3, obtemos o seguinte

resultado.

Corolario 3.3.5. SejaV : I x I — L(X) o operador fundamental de (3.25) e U : I x I — L(X) o
operador fundamental da EDOG

fl_;c ) [( /to " F(s)ds+ [Otg(s)du(s)) x} | (3.29)

Entdo U(t,s) = V(t,s), quaisquer que sejam #,s € .

3.3.2 Correspondéncia entre EDIs e EDOGs

As EDIs representam uma classe de equagdes diferenciais com agdes impulsivas em
determinados instantes, causando descontinuidade nas solu¢des. Nesta secdo, iremos estudar a

classe de EDIs da forma

d
—x:a(t)x t#1,i€Z,

dt
x(1) = x(7") —x(1;) = Bix(w), i € Z,

em que o operador a : [ — L(IR") satisfaz as condigdes:

(3.30)
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(I1) a é localmente Perron integravel sobre /;

< ffm(s)ds para todo [a,b] C I.

(I2) existe um operador m : I — L(R") tal que f;’ a(s)ds

Além disso, os impulsos devem satisfazer
...<Tfn<...<f_] <TO<T] <...<’z:n<...7

lim 1, = oo, By, (I; +B;)~! € L(R") para todo i € Z.

n—yoot
Defina também os conjuntos auxiliares . = {i€Z: 1, €l}, O ={1: i€ L} e
I5={ie ¥ :r<1,<s},rs €l eassumaque |7’ < oo para todos r,s € I.

Agora, vamos definir a solucao de PVI para EDIs.

Definicao 3.3.6. Seja (19,x0) € I x R". Uma fungéo x : I — R" é chamada solugdo do PVI

L4 ic s,
At x(1;) =X(T,-+) —x(7;) = Bix(1), i € .Z, (3.31)
x(to) = xo,

se x € C((;, Ti+1) NI, R") paracadai € .7, x'(t) = a(t)x(¢) para quase todo t € I'\ @, x(t9) = xo
ex(t") =x(t;) + Bi(x(7;)) parai € .7.

Lembremos que a funcio de Heaviside concentrada no ponto d € I é dada por

Hy(r) = 0 se t<d,
v 1 se t>d.

Proposicao 3.3.7. A funcdo x: I — R” satisfaz o PVI (3.31) se, e somente se, x satisfaz a

equacdo integral

xo+ft;a(s)x(s)ds+ Y Bix(7)Hy(1), 1 € [to,+o0) N1,
i€s
x) = xo+ftga(s)x(s)ds— Z Bixi(7)(1 —Hy(2)), t € (—oo,t9) N1. (5.32)

.
16%0

Demonstracdo. (<) Se x satisfaz a equacdo integral (3.32), entdo s — a(s)x(s) é localmente Per-
ron integrdvel, e pelo Teorema 2.4.1, x'(¢) = a(t)x(t) para quase todot € I\ O’ e ftg a(s)x(s)ds €
C([to,t],R") para cadat € I. Assim,

X e C((’L’,’, Ti-i—l] ﬂl,Rn)

para cada i € .#. Além disso, x(ty) = xo e x(7.") = x(7;) + Bi(x(7;)) parai € 7.
(=) Suponhamos que a fung@o x : I — R” seja solucdo do PVI (3.31). Existe r € Z tal
que 7, < fy < T,41. No que segue, para cada intervalo (7;,7;;1], vamos considerar a extensdo

continua X : [7;, 7,+1] — R" de x, isto é, X(¢) = x(t) para todo 7; < < 7,1 e X(;) = x(7;").
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Temos que x(fy) = xp. Se to <t < 7,41, segue pelo Teorema 2.4.1 que

t

x(t) —x(1d) = %(1) — X(t9) = / ¥ (s)ds = / a(s)%(s)ds = / a(s)x(s)ds,

Io Io To

ou seja,
t
x(t) =x(ty)+ | al(s)x(s)ds.
fo
Note que x(77, ) = x(Tr41) + Bry1x(T11) € x(Tr41) = x(15) + [ a(s)x(s)ds. Assim, se
Tl <t < Tpyp, vem
t t
x(t) —x(th ) = x(r) —%(zF|) = / ¥ (s)ds = / a(s)x(s)ds = / a(s)x(s)ds,
Trt1 Trt1
ou seja,
t t

x(t) =x(tr41) + Bry1x(Trs1) + a(s)x(s)ds =x(ty) + [ a(s)x(s)ds+ B 1x(Tps1).

Tr41 lo

Seguindo com este raciocinio, obtemos:

t r+m
x(1) =x(g) + [ als)x()ds+ Y Bpx(T), 1€ [Gom Trimin).
0 j=r+l1

Se T, < fp < T, entdo x(t5 ) = x(ty). Utilizando a funcdo de Heaviside, obtemos:

x(t) = x(t9) + ta(s)x(s)ds+ Z Bix(T))Hz (1), t € [to,+oo) N1

o i€s}
Agora, se fy = T, entdo x(t; ) = x(t,") = x(7,) + Byx(7,) = x(to) + B;x(7,). Como

0 se =1,
Bx(7,) se T, <t< T,
Brx(fr) +Br+l-x(fr+l) se T <t < Tpp2,

Z B,'X(Ti)HTi (l) =

i€ st

obtemos .

x(t) =x(to) + [ a(s)x(s)ds+ Z Bix(7))Hz, (1), t € [to,+oo)N1.
fo s}
Analogamente, obtemos

x(t) =30+ [ als)x(s)ds— Y Bixi() (1 — He(t)), 1 € (—oo,t0) 1.

Iy . 1
i€ 7,0

]

O teorema seguinte apresenta a correspondéncia entre a EDI (3.30) e sua correspondente
EDOG seguindo a mesma ideia empregada em (SCHWABIK, 1992, Teorema 5.20).
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Teorema 3.3.8. (Correspondéncia entre EDI e EDOG) Seja 7 € I. Entdo a fungdo x: I — R”
€ solugdo da EDI (3.30) se, e somente se, x € solucdo da EDOG

dx_

— =D|A(t 3.33
dT [ ()X], ( )
onde A é dada por
f,ga(s)ds—f— Z BiH(t), t€ [tg,+oo)NI,
A(f) = 7 (3.34)
Jua(s)ds— Y, Bi(1—Hg(1)), t € (—eo,19) NI.
ic.70

Observacio 3.3.9. Observe que o operador A : I — L(X) dado por (3.34) é continuo a esquerda,
pois a integral presente na defini¢do de A é continua pela Proposicdo 2.3.21, uma vez que vale (I1)
ety € C(la,b],L(X)), pois B; € L(X) para todo i € Z e pelo fato de que a fun¢do de Heaviside

€ continua a esquerda.

Note que, pela condi¢@o (I2) e refinando as parcelas da soma para o cdlculo das variagdes

nos pontos de impulso temos, para cada compacto [a,b] C I,

b
var?(A) = / m(s)ds+ Y [Bil < +eo, (3.35)
a ic.#b

pois B; € L(X) para todo i € .#? e |.#P| < +oo, portanto, A € BV;,.(I,L(X)) e também satisfaz
a condigdo (A), pois pela continuidade a esquerda de A, temos I; — A~ A(t) = I; paratodo ¢ € [

e, além disso,
I t£1,i€ .7,

(Ia+ATA@) " =4 I

(Id+Bi)_ se t=1,i€ .9,

¢ um operador em L(X).

Agora, iremos apresentar o conceito de operador fundamental associado a EDI (3.30)
seguindo a ideia empregada em (SCHWABIK, 1992, Exemplo 6.20).

Definicao 3.3.10. Considere a fungdo & : I x I — X o operador fundamental cldssico da EDO

x = a(t)x que é definido pela relagdo

d
—(@(t,5) =a()®(,5), (3.36)
d(1,t) =1,

>~

=i

J+1
V(t,s) = CD(Z‘/L',') <H[[—|—Bk]q)(fk,fk_1)> [I—l—Bj]CI)(Tj,S),

SCZ‘ZS,ZG(”L’,‘,TZ'JA]CSG (ijl,lj] (jgiei,jef),e

V(t,s) =V (.0 =@, )[[ +B)]7 - 1+ B] (g9,
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set <s,s€(7,Tir1)et € (Tj—1,7] (j<iei,j€F). Ooperador V é chamado de operador
fundamental associado a EDI (3.30).

Proposicao 3.3.11. (SCHWABIK, 1992, Exemplo 6.20) Seja V o operador fundamental da
EDI (3.30). Se x : I — X é solug@o do PVI (3.31) com condi¢@o inicial x(fy) = xo, entdo x(¢) =
V(t,s)xoparat > s, t € (7, Tiy1) €5 € (Tj—1,T;] com j<iei,j€ #. Além disso, se o operador
fundamental U : I x I — L(X) da EDOG (3.3.8) entdo U(t,s) = V(t,s) quaisquer que sejam
t,sel.
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CAPITULO

A TEORIA DE DICOTOMIA EXPONENCIAL
NO CONTEXTO DE EDOGS LINEARES

A teoria de dicotomia exponencial no contexto de EDOs generaliza a nocdo de hiperboli-

cidade de EDOs autonémas para EDOs ndo autbnomas.

Neste capitulo, desenvolveremos a teoria de dicotomia exponencial no contexto das
EDOGs lineares e estabeleceremos sua relagdo com a existéncia de solu¢des limitadas da EDOG

perturbada associada.

4.1 Dicotomia exponencial em EDOGs lineares

Nesta secdo, introduziremos o conceito de dicotomia exponencial em EDOGs e fornece-

remos condicdes suficientes para uma EDOG admiti-la.

Vamos considerar a EDOG

dx
o = DIA(t)x] 4.1)
e o PVI associado J
x
7, = DlA(), 42)
x(to) = xo,

em que (tp,xp) € I x X e A € BV,(I,X) satisfaz a condi¢do (A). Pela Observagdo 3.2.7 e pela
Proposi¢do 3.2.3, o PVI (4.2) admite tnica solucao (global) de variagdo limitada em / e, pelo
Teorema 3.2.8, o operador U : [ x I — L(X) estd bem definido por ser inico em cada compacto
del.

Definicdo 4.1.1. (Condicoes H1 e H2) Dizemos que a o operador A : I — L(X) satisfaz:

e (H1) se A € BVj,.(I,L(X));
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e (H2) se A satisfaz a condic@o (A) para todo [a,b] C I
Definicdo 4.1.2. Definimos os operadores % e % ~' : I — L(X), respectivamente, por
U(t)=U(t,1)) e %' (t) =U(to,1).

Observacao 4.1.3. Em termos da Defini¢ao 4.1.2, se x : I — X € solu¢do do PVI

dx
x(s) = xo,

entdo, pela Proposicdo 3.2.11, 3., e pelo Corolério 3.2.10, temos
x(t) =% ()% 1 (s)xo,
paratodot € 1.

Definicao 4.1.4. (Dicotomia Exponencial) Dizemos que a EDOG (4.1) admite dicotomia
exponencial em /, se existem constantes positivas K1, K, 0] € 0 e uma projecdo P: X — X,
isto é, satisfazendo P? = P, tais que:

1. || % ()P~ (s)|| < Ke=®—5) para todos t,s € ] com 1 > s;

2. | (t)(Iy — P)% ~(s)|| < Kre~ 06~ para todos t,s € I com s > 1.

A prova do lema que serd apresentado a seguir, segue as ideias empregadas em (COPPEL,

1978, ideias da pagina 13) generalizando para o caso de espagos de Banach em geral.

Lema 4.1.5. (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA, 2021, Lema 13.2) Suponha que a EDOG
(4.1) admite dicotomia exponencial em [a, +e), com a > 0. Entdo a EDOG (4.1) também admite

dicotomia exponencial em [0, 4-o0).
Demonstragcdo. Considere K1,K>, o1, 0 e P satisfazendo

1. ||% (t)P% ' (s)|| < Kie~® (%) para todos 1,5 € [a,+o0) comt > s;

2. | (t)(Iy — P)% ' (s)|| < Kae= %~ para todos ¢, 5 € [a,+oo) com s > 1.

Pela Proposicao 3.2.11, 2., existe M > 1 tal que

|z @) <M e |27 )] <M.
Considere ¢, € [0, +o0) e defina M = K;e*M*.

e Caso 0 <a<s<t, entio

1.
H%(Z‘)P%il(S)H < Klef(xl (t—s) < ealaM4Klefa|(tfs) < Mlef(x] (tfs);
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e Caso 0 < s < a <t,entdo pela Proposi¢ao 3.2.11, 1.,

1% (eyP2r = (s)l| |l e yp = a)l| | % (a)2 ' (s)]
12t )P = (@)ll | % (a)l| |27~ ()]
Kle—oq (t—a)MZ

Kle_a‘ (z—a)MZeals _ KlealaMze—al (t—s)

Mye= @), (4.4)

NN N IN N

* Caso 0 < s <t <a,entido

% (t)P2 " (s)|| % ()" (a)|| |% (a)P2 " (a)|| | % (a)2 " (s)||
M*K M?

K1M4e(x1 (a—t+s)

Mye (=), (4.5)

N INT N

Assim, quaisquer que sejam ¢, s € [0, +o0) com 7 > s, temos
|% ()P~ (s)|| < Mye= @),

Analogamente, definindo M, = K>e®4M* obtemos, para todos 7,5 € [0,+) com 7 < s,

a seguinte estimativa
% (6)(Ig — P)% ~" (s) ]| < Mae™ %00,

]

Proposicao 4.1.6. (Caracterizacao da dicotomia exponencial) A EDOG (4.1) admite dico-
tomia exponencial em / se, e somente se, existem constantes positivas Ly,L,, M, B, B, e uma

projecdo P : X — X, tais que, para cada & € X, valem:

(i) Paratodost,s €I, com¢? > s, temos

|% (1)PE|| < Lie P1=)||% (s)P&

(i1) Paratodost,s € I, com ¢t < s, temos
1% (1) (I = P)E || < Lae P70 || % (s)(1a — P& ;

(iii) Paratodot € I, vale
1% ()P =" (1)]| < M.

Demonstracdo. (=) Considere K, K5, 0, o e P satisfazendo
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1. || % (t)P% ' (s)|| < Kie~® (%) para todos 1, s € [0, +e0) com t > s;

2. ||% (1)U — P)% ' (s5)|| < Kze™ @6~ para todos 1,5 € [0, +o0) com s > 1.

Defina L1 =M =Ky, L, = K3, B1 = a; e By = . Seja & € X, entdo, pelas desigualdades

anteriores, obtemos

|2 0PIl = 2 (0)P2 " (5% ()PEI| < Kie™™ | (s)PE|
< Lie P (s)Pg|l,

parat,s €lcomt > s,
1% (1) (1a — PY2 ()% (s)(la — P)&||

Koe™ 50| % (5) (1~ P)& |
Loe P00 (5) (1~ P)E ] (4.6)

1% () (Ia = P)S ||

VARY/ANEI

paratodot,s € I comt < s e, finalmente, para todo ¢ € I temos

12 )P~ (1) < Kie @) =Ky = M.

(<) Considere L1,L,,M, B e B, satisfazendo as condi¢es (i), (ii) e (iii) do Teorema
em questdo. Defina K| =ML e K = (14+M)L,. Set,s € I comt > s, obtemos

|z @ypz= () = sup % ()P~ (s)E]
Ieli<1
(i)
< sup Lie MU w7 ()P (s)é |
Ieli<1
< Lie P sup |z ()P (9)] 1€

Ieli<1

(iii)

MLle*ﬁl(f*S) — Klefﬁl(tfs),
além disso, se t,s € I com ¢ < s temos

|l 0)(ta =Py~ (s)| = e 1% (1) (la — PY% ()€

< sup Loe PO % (s)(la — PY2 M ()&
€<
< Loe PO sup (|| ()% ()&l + 1% (s)P2 (s)E )
€<t
(1 MLy P60 = Ky Pols)
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4.2 Condicoes para dicotomia

Estabeleceremos um conceito importante para o estudo de dicotomia - as EDOGs de
crescimento limitado - afim de obter condicdes suficientes para a EDOG (4.1) admitir dicotomia

exponencial. Lembremos que /7> denota um intervalo necessariamente ilimitado superiormente.

Definicao 4.2.1. (Crescimento limitado) Dizemos que a EDOG (4.1) tem crescimento limitado
em I, se existem constantes 4 > 0 e C > 1 tais que para toda solucdo x : It — X da EDOG
(4.1) temos

()] < Cllx(s)]],

para todos s,t € I, com s <t < s+ h.
Proposicao 4.2.2. (Caracterizacao de EDOG com crescimento limitado) A EDOG (4.1)

admite crescimento limitado em /7> se, e somente se, existem constantes C > 1 e u > 0 tais

que, para todos s,f € I comt > s,
1% ()2~ (s)]| < Cet ).

Demonstragdo. (=) Considere h > 0 e C > 1 (pela Defini¢do 4.2.1), x : It — X solugdo da
EDOG (4.1), & € X e s,r,t € I tais que x(s) = € e r <t < r+h. Entdo, pela Observagio 4.1.3,
temos

1z @y~ ()& < % @)~ (D% (2%~ (s)E]] < Clla(r)ll-

Tomando o supremo sobre B (0) = {& € X : [|§]| < 1} C X, temos
| @z ()| <Clz iz ), (47)

paratodo s,r,t € [T er<t<r+h.

Considere 7,5 € [T com ¢ > s e tome n € N tal que 7 € [s+nh,s+ (n+1)h). Além disso,

defina u = @ > 0. Portanto, pela desigualdade (4.7) temos

%@~ ) < Clw—mu ()| << U@z ()]
CT M| % ()% M (s)]| =" = C.C" = Cet™ < Cet ).

(<) Considere x : I — X uma solu¢do da EDOG (4.1). Tome r € I'T™, entdo pela
Observagio 4.1.3, x(t) = % (t)% ~ (r)x(r) para todo x € I*. Seja h > 0 e tome ¢, 5 € [T com
s <t < s+h, entdo

Ol = %@z~ )l < |2 O~ (1% (s)% =" (r)x(r)l]
< U x(s) | < Cet||x(s)]-

Logo, como C' = Cet > 1, temos que a EDOG (4.1) tem crescimento limitado em 1<, O]
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O lema que serd apresentado a seguir, segue a ideia empregada em (COPPEL, 1978,

Paginas 11 a 14) generalizando para o caso de espacos de Banach em geral.

Lema 4.2.3. (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA, 2021, Lema 13.7) Considere I = [a, +oo)
com a > 0. Suponha que existam constantes postivas o, 0, K, K> € uma projecio P: X — X

que satisfaz as seguintes condigdes:

1. Paratodost >s>ae & € X temos

|% (1)PE|| < Kie™ )% (s)PE;

2. Paratodos a <t <se& € X temos

|2 () (la — P)E|| < Koe™ 1|2 (5)(Ia = P)E -
Entdo valem as seguintes condi¢des:

(a) Dado 6 € (0,1), existe T > 0 tal que para cada solucdo x : [a,+o0) — X da EDOG (4.1)
temos, para todo s > T,
[x(s)[ < 6 sup [lx(u)].
lu—s|<T
(b) Se a EDOG (4.1) admite crescimento limitado em [a,+o0), entdo existe M > 0 tal que
% (t)PZ ~'(t)|| < M, para todo ¢ € [a,+oo).

Demonstra¢do. Vamos assumir que K| = K> = K e o = 0p = . De fato, se definirmos as
constantes K = max{K},K>} e @ = min{o, 0 }, podemos reescrever as condigdes 1. e 2. de
forma adequada.

(a) Dado 6 € (0,1), veja que a fungdo f(x) =x—1 —26~! ¢ estritamente positiva se,

»—20"1-1
X

e somente se, f(x) = > (. Fazendo a andlise de sinal obtemos, em particular, que

f(x) > 0paratodox >0~ +1/60-2+1, logo, podemos considerar S > 0 suficientemente grande
tal que xg = % >6014+v/060-2+1. Assim, f(xs) >0 e entdo K 1% —Ke %S > 201,

Considere x : [a,+o0) — X solug¢do da EDOG (4.1) e s > a+ S. Agora, defina
x1(t) =% ()P L (1)x(t) e xa(t) =% (t)(I; — P)% ' (1)x(2),
para todo t € [a,+o0), logo, x(t) = x1(t) +x2(2) e

x(t) = U)U ()x(s) = U )% " (s)(x1(5) +x2(s))
= UWOPU (5)x(s)+ % (1) Iy — P)% " (s)x(s).

Vamos mostrar que ||x(s)|| < 6 sup |[x(u)].
lu—s|<S
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e Caso ||x1(s)|| < [Jx2(s)||, defina y(s) = % ~'(s)x(s) € X, logo

[lx(s +S)]] 1% (s + S)Py(s) + % (s + S)(la = P)y(s)||

1% (s + S)Py(s)[| = [|% (s + S) (la = P)y(s)|
K=1e®|% (5)(la = P)y(5)|| = 1% (s +8)(Ia = P)y(s)l|
K™% (5)(1a — P)y(s) | — Ke™®||% (s)Py(s)]
K~ |xa(s)]| — Ke™® | (s)]]

(K~ — Ke™ ) |lxa(s)

207 2 (s)l| = 67 [Ix(s)Il.

Vo WV WV

VoWV

x(8)|| < Ojx(s+S)|]| <O sup ||x(u)|| paratodos>a+S, pois

|u—s|<S

(s +S) I € ()]l = |u—s| < S}

e Caso |jxa(s)|| < ||x1(s)||, defina y(s) = % ~!(s)x(s) € X, seguindo a mesma ideia anterior

(s = S)] 1% (s = S)Py(s) + % (s = S)(la = P)y(s)|
1% (s = §)(la = P)y(s) || = [|% (s = S)Py(s)]]
Ke™®||xi (s)|| — K¢z (s)]|

(K~'e* —Ke™ @) |x1(s)]

207 lxi(s)]| = 67" lx(s)]]-

A\ VAR VARV

Portanto, ||x(s)|| < 0]jx(s—S)|| <6 sup |x(u)| paratodos>a+S, pois
lu—s|<S

[lx(s =) € {Ilx(@)l} = |u—s| < S}

Definindo 7 = a + S, obtemos o resultado.

(b) Pela caracterizag@o de crescimento limitado para a EDOG (4.1) dada pela Proposi¢do

4.2.2, existem constantes C > 1 e u > 0 tais que para todos s,z € 7™ com > s
| ()2 =" (s)] < CeH).

Considere t € [a,+) e h > 0.

Pelas condigdes 1. e 2. assumidas (com K; = K, = K e o) = ap = @) obtemos

|% (t + B)P% L (1)|| < Ke M| ()P~ (1) (4.8)

1% (e + 1) (la = Py~ ()| = K~ e | % (1) (la = P)Z (1)) (4.9)
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Defina p(t) = ||% (t)(la—P)% ' (). o(t) = ||% ()P~ (1)]|, § =K~ 'e® —Ke™*®
ew()=p ()% )la—P)YU () + o~ ()% ()PU (1)

Note que, valem as desigualdades

| (e +myz = @) <% @ +h)Z = @) lo@)]| < Ce|lo()] (4.10)

|2 (t)(La—P)% ()| - || % ()P ' (1) |
% (t)(1y—P)% ' (t)+% (t)P% ()H
1% (1)~ (1) = |all = 1. 4.11)

p(1) =0 (7)]

N

Assim, por (4.10) ,

Cetlo@)| > 1% @+mnz~ o)
= |#@+nz="' O~ )% ) la—P)% ™" (1) + 0 ()% ()P~ (1))
= |lp 'O % @t +h) Iy —P)% t) o ' w t+h)PU (1))

Logo, por (4.8) e (4.9) temos

Ce'w(t)|| = K 'e® —Ke ' = 6.

Consequentemente,
scle < o) =o' (% ) 1a—P)7 (1) + o ()% ()P (1)

= o'W+~ (0) — o~ )% () (la—P)% ' (1)
< o '@l +1p 7 6 = o O % ()l —P)Z (1)
< o'+l -0 @)l ()
= o '((+o@)lp (1) =07 (t)lp())
= o '((+[o()—p®)])
4.11)
< 20 1.

Finalmente,

% ()P~ (1| = o(t) <28~ CeMh.
O

Lema 4.2.4. Suponha que existam 7' >0, C > 1 e 0 € (0, 1) tais que para qualquer solugdo
x:[0,4e) — X da EDOG (4.1), as seguintes condi¢Ges estejam satisfeitas:

1. Paratodo 0 <s<tr<s+T,

(@)l < Cllx(s)l;
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2. Paratodot > T temos,
[x()| <6 sup |lx(u)l|-

lu—t|<T
Se x é uma solugdo ndo trivial limitada da EDOG (4.1) entdo, dadosn € Ner > (n+1)T, temos

sup [lx(u)[| <6 sup [lx(u)]]
lu—t|<nT lu—t|<(n+1)T

Demonstragcdo. Considere x uma solucdo nao trivial limitada da EDOG (4.1). Pelas condi¢des
(H1) e (H2) a solug@o estd definida em [0, +o0).
Defina, para todo s > 0, u(s) = sup||x(u)||. Assim, ||x(r)|| < u(s), para todo r > s.
uzs

Além disso, pela condicdo 2. temos

Ix(@)| <6 sup |[x(u)]| < Osuplx(u)|| = Ou(s) < uls),

lu—t|<T uzs

para todo 7 > s+ T, assim, pela defini¢do de supremo em ¢ > s+ T temos sup ||x(7)]| < p(s),
t>s+T
logo,

sup [lx(u)[| = p(s) = sup [lx(u)]]. (4.12)

uz=s s<us+T

Por outro lado, a condi¢d@o 1. implica, para todo 0 < s <t < oo,

k) <u@= swp @] < sup Clx(s)] = Cli(s)]l.

s<u<s+T s<us+T

Agora, paran € N, sejat > (n+1)T e tome s > 0 tal que |s —¢| < nT, logo, temos

s>t—nT > T e entdo

2.
[lx(s) < 6  sup [lx(u)
s—T<u<s+T

BT (S) CB,,T (S)
< 6 sup (@)l < sup[lx(u)]].
t—(n+1)T<u<t+(n+1)T lu—t|<(n+1)T

Tomando o supremo sobre os valores de s € {s: |s —t| < nT}, temos

sup lx(s)| < sup  [lx(s)].
|s—t|<nT |s—t|<(n+1)T

O
No préximo teorema, iremos apresentar condi¢des suficientes para a EDOG (4.1) admitir

dicotomia exponencial em [0, +o0) seguindo as ideias presentes em (COPPEL, 1978, Proposi¢do
1, Pagina 14).
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Teorema 4.2.5. (FEDERSON; BONOTTO; MESQUITA, 2021, Teorema 13.9) Suponha que
Vo={x0 € X : ||xo|| =1, x(-,x0) é solugdo ilimitada da EDOG (4.1) com x(0,x9) = xo}

¢ compacto em X, que existam 7 >0, C > 1 e 0 € (0,1) tais que, para qualquer solug¢do
x:]0,4e) — X da EDOG (4.1), sdo satisfeitas:

1. Paratodos 0 <s<r<s+7,

(@)l < Cllx(s)l;

2. Paratodost > T, temos
[x(#)]| <O sup [lx(u)].

|u—t|<T

Além disso, para cada xq € Vp, existe uma sequencia crescente {f,’ }nen C [0, +e0) com 1,7 | <
Y+ T, para todo n € N, satisfazendo:

(i) [Ix(t,x0)|| < &, paratodo t € [0,4,°);
(i) []x(t°,%0)|| = 5
Entdo a EDOG (4.1) admite dicotomia exponencial em [0, +co).

Demonstragdo. Vamos separar a demonstracao em algumas etapas para facilitar o entendimento.

(I) Note que se x : [0, 4o0) — X € solugdo limitada da EDOG (4.1) entdo existem K > 1
e a > 0 tais que, para 0 < s <t < +oo, temos [|x(z)| < Ke~ =) ||x(s)]|.

De fato, seja x : [0,4+c0) — X uma solucdo limitada da EDOG (4.1). Tome K = %’
a= =0 > 0e parat > s, sejan € Ntal quet € [s+nT,s+ (n+1)T).

Cason =0, temos s <t < s+ T, logo, =* € [0, 1) e, portanto,

L 0=c " o, _ar —a(t—s)
(o) | < Cllx(s) | = KBlle(5)] *= Ke™ T ()| < Ke ) ().
Cason > 1,entdot —nT > ’%S < n+ 1, portanto
L424 L424 L4224
(@) < 6 sup [x(u)] < 67 sup [x(u)]| < - < 6" sup |x(u)]
lu—t|<T lu—t|<2T |u—t|<nT
BnT(t)C[S,-HX’) n 4.12) " 1. n
< 6" sup|lx(u)|"="6" sup |lx(u)|| < 6" sup Clx(s)]

uz=s s<us+T s<us+T

0=e T  _ ol —
= Ko™ lx(s)l| "= Ke ®T | x(s) || = Ke 9 |x(s)]].

(IT) Por outro lado, se x : [0, 4+o0) — X € solug¢do ilimitada da EDOG (4.1) satisfazendo
x(0)]| = 1 entdio, para £1*) <t < s < oo, |lx(t)|| < Ke=%1=9)||x(s)]|.
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De fato, seja x : [0, +o0) — X uma solugdo ilimitada da EDOG (4.1) com condig¢do inicial
|x(0)|| = 1. Parar € [0,T], temos

C

@I < Cllx(0) =€ < 5 =K. (4.13)

x(0)

Suponha que ¢ < T entdo, pela desigualdade (4.13) temos ||x(t1 )|| < K, por outro

lado, por (ii). temos ||x(tf(0))|] > K, o que é um absurdo, logo, tl( ) > T e entdo vale que
T<tW @
x(0)

Note que 7, — +eo. De fato, se existisse A € R tal que t;f(O) — A entdo deveriamos

ter lim x(s) = +o0, 0 que é uma contradi¢do com o fato de x ser regrada por ser de variagdo
s—AT

limitada em [0, +o0) como vimos no inicio da Secéo 4.1.

Seja tf(o) <t < s e assuma, sem perda de generalidade que t,ffo) <t < t,fﬁ:)l e que

t;f( ) <s<t SLI) para m,n € N adequados. Desta forma,

0) _ +(0) _ x(0) «0)  +(0) +0)
tn+1_n+1<tn+1_s<l+1_tn gT:>S<l‘n+1<S+T,

=
(=)
=

O <O T <O or < <84 (n—m+ )T,

n—1

s—t < 0020 < (n—m+ 1)1,

o que implica em - < n—m+ 1 e, consequentemente,

—

i). (ii).
< g m- IC ermce " 1 < 0" mH <n+1)||
< 0O x(s)| < COTIOT ||x(s)]

=" Keme=9)||x(s)]|.

(@)

Em posse destas duas informag¢des, vamos prosseguir com a demonstragao.

Considere o subespago X; = {xo € X : x(t,x0) € limitada em [0, +0)} de X e X, tal que
X = X; ®X,. Note que por (i). e (ii). temos, para cada xo € X, com ||xg|| = 1, que existe tfo
satisfazendo ||x(z,x0)|| < K, para todo € [0,1;°) e ||x(t;°,x0)|| > K

(IIT) Observe que {r," : xp € X e ||xo|| = 1} € limitado.

De fato, suponha o contrdrio, ou seja, que existe {x{}},en C X2 com ||x|| = 1, para todo
n € N, tal que tfg 5 +o0. Como V é compacto em X, entio V é sequencialmente compacto, o

que implica que podemos passar {x{j },cy @ uma subsequéncia e assumir que existe xop € X, com

l|lxo|| = 1 (por Vp ser fechado) tal que xj — xo.

Consequentemente, para todo ¢ > 0, da continuidade de U (¢,0) € L(X), temos

x(t,x) = U(t,0)xp = U(t,0)x0 = x(¢,X0).
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Isto implica que ||x(t,x0)|| < K, paratodo ¢ € [0, 4-c0), uma vez que ||x(z,x{)|| < K parat € [O,tfg)
e tfo 2 foo. Logo, xp € X; e, como xp € X3, temos xo € X; N X, o que implica xog = 0, que é

um absurdo com |[|xg|| = 1.

Defina a = sup{r;* : xo € Xz e ||xg|| = 1} < +oo, considere P : X — X; a proje¢do em
X; e & € X. Assim, temos

(1)
1% ()PE| = U(t,10)PE|| < Ke™“I|U (s,t0)PE || = Ke™ || % (s)PE||, (4.14)
parat = s 2 a;

Por outro lado, se x; € X, \ {0} obtemos, paraa <t < 5 < +oo,

‘ ’“( H)H
x( )| R M O]

Ix(tx)ll = U 10)x] = [lx|]

=l
—  Ke %D]|[x(s,x2)]]. (4.15)
Portanto,
%O U—PE] = U(10)(Ia— P)E] = |Ix(t, (L — P)E]
K s t0) (1 — P)E
= Ke | % (s)(Ia - P)E]. (4.16)

Pelo item (b) do Lema 4.2.3, temos que existe M > 0 tal que | % (t)P% ~'(¢)|| < M
para todo ¢ € [a,+o0) 0 que implica pela Proposi¢do 4.1.6 que a EDOG (4.1) admite dicotomia
exponencial em [a,+o0) e, consequentemente, pelo Lema 4.1.5 que a EDOG (4.1) admite

dicotomia exponencial em [0, 4o0). Ol
Exemplo 4.2.6. Considere a EDOG
— = DIA(t)x], 4.17)

em que A : [0,400) — R é dado por

1
A@:—/a@M7
0
sendo a localmente Perron integravel em [0, +o0) e satisfazendo a condi¢do

0<ap<a(t) <|alle= sup |a(s)] < oo.
$E[0,4-0)

Observe que se [a,b] C [0,+e) ed = {t,} —o € Dy entdo

1 2.1)
/ a(s)ds| <
li—1

ld| d|

;M(h‘)—f\(fkl)\ =)

i=1

[alleo(b — @) < oo,
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portanto, A € BV,,.(]0,+e0),R). Além disso, como t.I; € C([0,+),R), obtemos a continuidade
de A pela Proposicao 2.3.21. Assim, A satisfaz a condic¢do (A).

Pelo Teorema 2.3.27 obtemos, por defini¢do, que U : [0, +o0) X [0, 4o0) — R definido

por

Ul(t,s)=e" Js a(rdr

¢é o operador fundamental da EDOG (4.17). Além disso, se 2 > 0 é tal que 0 <t —s < h, entdo
P q
U(t,5)| = |~ R atndr| < o=Fatiar T lallah
Considere x : [0, +0) — R uma solugéo da EDOG (4.17) com condi¢@o inicial x(fg) = xo.
Entdo x(t) = U(t,10)xp e
()] = |U (1, 5)U (s, 10)x0| < ell="|x(s)],

para todos 0 < s <t < s+ h o que implica que a EDOG (4.17) admite crescimento limitado em
[0, +0). Note, também, que as condi¢des 1. e 2. do Lema 4.2.3 sdo satisfeitas com P =1, K; =1,
o = agp e os pardmetros K, e o podendo ser tomados de forma arbitraria, pois se £ € R e

a < s <ttemos

U (1] = |e o4O g| = |~ I adr=lialndrg| < pmanlt=) gy (5)g] (4.18)

% (t)(la —12)§| = 0 < 0= |% (s)(la — La)& -

Portanto, vale o item (a) do Lema 4.2.3 e entdo existem 6 € (0,1) e T > 0 tais que qualquer
solucd@o x : [0, +e) — R da EDOG (4.17) satisfaz, para s > T,

x(s)] < 6 sup |x(u)].

lu—s|<T
Observe também que todas as solu¢des da EDOG 4.17 sao limitadas pois se fixarmos

x(s), temos

(4.18)
()| = 1% (t)xo| < e 0| (5)x0] < ®%|x(s)| < oo

Consequentemente, 0 conjunto
Vo = {x0 € [0,+00) : ||x0]| = 1, x(-,x0) é solucdo ilimitada da EDOG (4.17) com x(0,xp) = xo }

¢ vazio (compacto em R) e entdo podemos aplicar o Teorema 4.2.5. Logo, a EDOG (4.17) admite

dicotomia exponencial em [0, 4-).
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4.3 Dicotomia e solucdes limitadas

Nesta secdo, vamos estabelecer uma relagdo entre a EDOG (4.1) admitir dicotomia

exponencial em R e a existéncia de solu¢des limitadas para a EDOG

dx
dt
obtida pela perturbacao da EDOG (4.1) por f.

DIA(t)x+ f(1)] (4.19)

Definicao 4.3.1. (Condicoes H1’ e H2’) Dizemos que a fungdo A : R — L(X) satisfaz:

o (HI') seA € BV,,.(R,L(X));
e (H2’) se A satisfaz a condigéo (A) para todo [a,b] C R.

Definicao 4.3.2. (Condicao (D)) Dizemos que a EDOG (4.1) satisfaz a condi¢do (D) em R, se a
fungdo A : R — L(X) satisfaz as condigdes (H1°), (H2’) e admite dicotomia exponencial em R,
ou seja, existem constantes positivas K, Ky, o, 0 e uma proje¢do P € L(X) tais que, para todos

t,s € I, valem as condicoes:

(Di.) | % ()P~ (s)|| < Kje @9 >,

(Dii.) | % (t)(Ig — P)% ~'(s)|| < Kae™ 201 s>1,

onde % : R — L(X) é definido por % (t) = U (t,tp) e U : R x R — L(X) é o operador fundamental
associado a EDOG (4.1).

Proposicao 4.3.3. A tnica solucdo limitada da EDOG (4.1) satisfazendo a condi¢@o (D) em R é

a solugdo nula.

Demonstracdo. Seja x : R — X uma solugio limitada da EDOG (4.1) com x(fy) = xo € X. Entdo
existe K > 0 tal que ||x(¢)|| < K para todo ¢ € R. Note que, para todo ¢ € I, temos pela Observagdo
4.1.3

x(t) =U (t)xo =% (t)Pxo+ % (t)(1; — P)xo.

Denote x; (1) = % (t)Pxo e xp(t) = % (t)(I; — P)xp, entdo:
1 (Di.)
* i)l = 1% (0)Pxoll = 1% (1)PZ ~(to)xol| < Kie™ = |lxo]|, 1 > 03
| (Dii.)
* )l = 1% (1) (la = P)xoll = % (1) (la = PYZ ~ (t0)x0ll < Kae® =) [lxol|, 7 < to.
Consequentemente, temos as desigualdades

e ()1 = [lx(@) =x2 () | < [l + 2 ()| < K + Kallxoll, 7 < 0
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2 (0)[ = [lx(e) =x1 ()| < lx(@)]] + ber () | < K+ Ki|lxoll, £ = to.

Isso implica que existe L > 0 tal que ||x; (7)|| + ||x2(¢)|| < L, para todo ¢ € I. Note que
1Pxoll = [lx1(t0)[| = % (t0)Pxo|| = || % (t0)P% " (t) % (1) Pxo|

(Di.)
< % )P @) @)l < Kie® L, 1 < s

=Pl = el = 19 o) (a — Poll = 12 ) (ha — P)2 ()2 0) g~ P
< N2 ia—Py2 O In0)] < Kae 0L 1> 1

Assim, xg = Pxo+ (I; — P)xo = 0+ 0 = 0. Portanto, x(¢t) = % (t)0 = 0 para todo ¢ € R. O

Corolario 4.3.4. Suponha que a EDOG (4.1) satisfaca a condi¢ao (D)em R e f € G(R,X),

entdao a EDOG (4.19) admite no maximo uma solu¢do limitada.

Demonstragcdo. Suponha que x,y : R — X sejam solugdes limitadas da EDOG (4.19). Pela
férmula da Variagio dos Pardmetros dada pelo Teorema 3.2.12 com F(x,1) = f(t), temos

x(t) = 2 (t)x(to) + (1) — Fl0) — [ dol ()%~ )](F(s) — Flt)), 1 € R:

fo
t
o) =% (0)y(t0) + £ (1) = flto) = | ds[% ()% " (9))(f(s) = f(00)), 1 €R.
0
Definindo z : R — X por z(t) = x(t) — y(¢) temos que z € Bj,+(R,X) e, além disso, como
temos z(t) = % (t)x(to) + % (t)y(to) = % (t)z(tp), entdo z € solucdo limitada da EDOG (4.1)
pela Observagao 4.1.3. Portanto, pela Proposi¢do 4.3.3 temos x(¢) — y(t) = z(t) = 0, para todo
t € R, ouseja, x =y. U]

No que segue, vamos encontrar condi¢des suficientes para a EDOG (4.1) admitir solugdes

limitadas.

Proposicao 4.3.5. Suponha que a EDOG (4.1) satisfaca a condi¢ao (D) em R, f € BG(R,X) e
que as fung¢des integrais S, I : R — X dadas por

S0 = [ alw P G)6) -~ fw) e

10 = [l 0a—Py2 5)(F6) - flw)

t
estejam bem definidas e sejam limitadas. Entdo a EDOG (4.19) admite tnica solucao limitada.

Demonstragdo. Considere x : R — X a solucdo do PVI

dx
= DA+ £()

x(to) = — 2. ds[P% 1 ()](f(s) = f(t0)) + iy ™ dsl(la = P)% ~ ()] (f (5) — £ (10))-
(4.20)
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Pela féormula da Variacdo dos Parametros, dada pelo Teorema 3.2.12, podemos escrever

x(1) = % (t)x(10) + £ (t) = f(t0) — tds[af/(f)‘?/_l(S)](f(S) —fw)), teR.

Iy

Além disso, como % (t)% ~'(s) = % ()P ~'(s)+ % (t)(I; — P)% ~(s), temos

t

) = U0x(to) + f(6) = flto) — | dsl% ()P% T (5)](f(s) — f(t0))

To

_ tot dy[% (1)(Ia— P)% ~ ()] (f(s) — £ (10))
= U ()x(to) + f(t) — f(t0)
() [ [P~ () £ ()

+ ’ds[ud—m%—l(s)](f(s)—f(to>>]

defx0) iy [ / ds[P% " (s)](f(s) — f(t0))
_/t+°°d[(1d PYU~ (s)](f(S)—f(to))}
= flt)—flt0) =S(2) +1().

Como f,S e I sdo limitadas por hipédtese, temos que x € limitada. Pelo Coroldrio 4.3.4, é

a Unica solucdo limitada. 0

Proposicao 4.3.6. Suponha que a EDOG (4.1) satisfaz a condi¢do (D) em R, f € G(R,X), que
as fungdes integrais ., .# : R — X dadas por

5 t)i/;%(t)P%_l(s)df(s) e

s0)= [Cw0t-P2 ©dr),

estejam bem definidas, sejam limitadas e que a fun¢do

(@/(r) Y Atws)atfis) - Y A v Af()),t>to

to<s<t to<s<t
k(t)=4¢ 0 Lt =t 4.21)
2@)| Y Atw AT - Y A w T (A f(s) |, 1<t
\ 1<s<ty 1<s<ty

também seja limitada. Entao a EDOG (4.19) admite tinica solucdo limitada.

Demonstragcdo. Considere x : R — X a solu¢do do PVI

drt

dx
{ X DA+ £0)] wm
o) = [ P\ (5)df(5) — ™ (a— P2 (5)df (s).
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Pela formula da Variagao dos Parametros, dada pelo Teorema 3.2.12, temos

1
x(t) =% (1)x(to) + f (1) — f(10) — i &% ()%~ (s)|(f(s) — f(00)), 1 €R.

Note que % ()% ~'(s) = % (t)PU ~'(s) + % (t)(Is — P)% ~'(s). Além disso, se t > 1,
temos U(¢,-) =% (t)% ~'(-) € BV ([to,t],L(X)) pela Proposi¢do 3.2.11, 2. e, por hipétese, f(-) —
f(to) € G([to,],X). Analogamente, se ¢ < fo, pelos mesmos argumentos U (¢,-) = % ()% ~' () €
BV ([t,t0],L(X)) e f(-) — f(to) € G([t,t0],X ). Assim, pela férmula de integragdo por partes dada
pelo Teorema 2.3.24 temos

x(t) = U (t)x(to) + f(t) — f(to)
£) %m%'cwm@<mm—w0

To

= U (t)x(to) + k(1) + tﬁZ/(t)P%*1 (s)df(s)+

fo

o [ 0w-r W
_ U (1)x(to) + k(1) + % (1) {/{t P~ (s)df(s)

t

n w—m%lwww]

Como k,.” e .# sao limitadas por hipétese, temos que x € a tnica solugdo limitada da
EDOG (4.19) de acordo com o Corolario 4.3.4. [

Agora, vamos fornecer condi¢des suficientes para a existéncia das integrais 1(z), S(z),
J(t)e S (t), paratodo r € R, presentes nas Proposi¢des 4.3.5 e 4.3.6, mas antes, precisaremos

do seguinte Lema.

Lema 4.3.7. Suponha que a EDOG (4.1) satisfaca a condi¢do (D) em R, A € BV,.(R,L(X)) e
exista K > 0 satisfazendo ||[I; —A~A(s)]~'|| < K, para todo s € R. Sejam u,t € R tais que u < 1.

Entao
varl (% ()P 7' (-)) < Kie @0 || P K3e3KVavy,

em que K| e o] sdo as constantes presentes na condi¢do (Di.) da Defini¢ao 4.3.2.
Demonstracdo. Sejam u,r € R tais que u < t e note que, se ||| = 1 entdo

1% (1)PE] & keatw 1 P|I|IE]| = Kie™ |2 ()P,
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assim, pela defini¢do da norma usual em L(X), temos

1% (t)P| < Kye= =) % (u)P]. (4.23)

Logo, se d = {s,-}li‘o € Dy, ento

ld| 3.2.11.2.
; |l @)Pla " (s)—2 " (i)l < |Z@)P| var,(U(1,"))

(4.23)
< Kie Y% (w)P|| var, (U2, )

(3.17)

< Kie 1 ()] || PRV var (4)
(3.14) .
< Kle—al (t_”)K3e3KV3ru(A) ”PH VElI‘L(A)
0b.2.2.10
< Kle—al(t—u)K3e3K.VA||P||VA.

]

Observe na demonstragdo do Lema 4.3.7 que foi fortemente usado o fato de que u < ¢

para aplicar a condi¢d@o (Di.) e obter a desigualdade (4.23).

Teorema 4.3.8. Suponha que a EDOG (4.1) satisfaga a condi¢do (D) em R. Entdo valem as

seguintes afirmagdes:

1. SefeG(R,X)e

b b
| r@are)| <8 [ relds,

para todos T € BV,,.(R,L(X)) e a,b € R com a < b e para algum & > 0, entdo as fungdes

integrais ., .# : R — X dadas por
t
(1) = / YO PU (s)df(s) e

s = [ w0t-P 2 5)df0)

estdo bem definidas e sdo limitadas;

2. Se f € G(R,X)NBV(R,X) entdo as fung¢des integrais ., . : R — X dadas por

S(t) = /_’ _UOPU T (5)df(s) ¢

s = [ w0t-P2 T 5)df0)

estdo bem definidas e sdo limitadas;
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3. Se f € BG(R,X), A € BV(R,L(X)) e existe K > 0 tal que ||[l; —A~A(¢t)] || < K para
todo ¢t € R entdo as fungOes integrais S, I : R — X dadas por

S0 = [ _aw P2 5)(£6) - 1) e

estdo bem definidas e sdo limitadas.

Demonstragdo. 1. E suficiente mostrar que .7 (t) existe e é limitada, pois, 0 mesmo vale

para . (t) seguindo os mesmos passos.

Fixet € R e observe que % (t)P% ~'(-) € BV}y.(R,L(X)). De fato, se d = {s,} —0 € Djay)

entao

ld| 3.2.11,2.
;II%(f)P[%‘l(Si)—%_I(Si—l)]ll < @ @) Pl vad(Uz,-))

(3.14)

S T EAT)

3.1

T KR PRV vart ()
< K3 SKvar(4) I PHVarZ (A)

(H1)

< oo

Portanto, % (t)P% ~'(-) € BV ([a,b],L(X)) e entdo % (t)PZ ~'(-) € BV}e(R,L(X)).

Para obter a existéncia de . (), basta mostrar que a sequéncia {x, },cy C X (bem definida

pela Observacgdo 2.3.25) dada por
t
= | UOPU (s)dsf(s),

¢ de Cauchy em X, portanto, convergente. Afinal, se existe ﬁI‘JIrl Xpn, pelo Teorema 2.3.29,
n—r o0

adaptado a Observagdo 2.3.12 temos . () = lim x,.

n—r+oo
Sejam n,m € N tais que n > m > |t| entdo, por hipétese, como a fun¢do operador 7 dada
por T(s) = % (t)P% ~'(s) € BVj,.(R,L(X)), temos

0 < u-nl = | Twwre s
< & Mlwwpew)as
C s [ et
< oK T e g g

(04
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Por outro lado, . (¢) é limitada, pois, para todo n € N, temos

t
= || [ wwret s
t
< & |wwpPu(s)|ds
(Di.) t
< 8 Ke g
_ g ou(ntt)
< 5K116—
(091
K
(041 ’

Portanto, usando a continuidade da norma de X e a arbitrariedade de r € R, temos

5K, 8K

= lim [jx,]] < lim — = — < H-oo.
n—r—+oo

170l =) tim

2. Assim como no item 1, vamos mostrar a existéncia e a limita¢do de .7 () pela mesma
estratégia e, também como no item 1, o mesmo valerd para .# (¢) seguindo os mesmos

passos.

Fixado 7 € R, considere {x, },cn @ mesma sequéncia do item 1 e tome n,m € N tais que

n > m > |t|. Entdo valem as desigualdades

0 < x| [ w0rr tase

< sup | %) (s)|| [var"(f)]

s€[—n,—m| "
< KWy osup e @l
s€[—n,—m]

Kl er—al (t+m)

n,m—y—+oo
—

N

0;

ol = [ zore i)

@2.1)
< sup % @) P (s)] [var”, (/)]

s€[—n,t]

oy (1—s)

NS

KiVy sup e
s€l—n,t]

< KV
Portanto, pelos mesmos argumentos feitos na demonstracao do item 1, obtemos o resultado.

3. Assim como no item 1, vamos mostrar a existéncia e a limitagdo de S(z) pela mesma
estratégia e, também como no item 1, 0 mesmo valerd para /(¢) seguindo os mesmos

passos.
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Fixado t € R, defina, para todo n € N, x, = [* d[% (t)P% ~'(s)](f(s) — f(ty)). Como
f€B(R,X), tome M > 0tal que || f(¢)|| < M, paratodor € R e observe que, seguindo
a mesma estratégia empregada na demonstracdo do item 1, se n,m € N sdo tais que

n > m > |t|, temos as desigualdades

(2.2)

N

0 < Jxn — Xl

var (% ()P () sup }Hf(S)—f(to)H

s€l—n,—m

2M var_ (% ()P ("))

m—y—+oo

MK e~ A p|| K3 K Vay, M 0,

lim x,
n— o0

sup[|S(z)[| = sup
teR teR
sup lim ||x;, ||

—~
.[\.)
]

~

2M var'_ (% ()P ()

2MK1€_al (l+n) ||P||K363K.VAVA
2MK, ||P||K3e¥KVay,.

VANN/ANCIN/AN

Portanto, pelos mesmos argumentos apresentados na demonstra¢do do item 1, segue que

S(t) existe e é limitada. O

4.4 Dicotomia e solucoes peridodicas

Nesta secdo, vamos estabelecer uma relacdo entre a EDOG (4.1) admitir dicotomia

exponencial em R e a existéncia de solu¢des T —periddicas da EDOG

d

X — DIA(t)x+ (1)), (4.24)
dt

obtida pela perturbacdo da EDOG (4.1) por uma func¢do f.

Definicao 4.4.1. Considere f : R — V. Dizemos que f é T —periddica, se existir 7 > 0 tal que
f(t+T)=f(t) paratodot € R.

O espacgo das fungdes T —periddicas serd denotado por Peryp(R,V).

Para obter o resultado principal desta secdo, precisaremos dos dois lemas seguintes: o
primeiro deles para obter func¢des auxiliares T —periddicas que serdo utilizadas e o segundo
para obter a limitacdo de solugdes T —periddicas, permitindo assim que os resultados da secdo

anterior sejam aplicados.
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Lema 4.4.2. Suponha que a EDOG (4.1) satisfaca a condi¢cao (D) em R, que a projecao P da
Definigdo 4.3.2 é tnica e que A e f sdo T —periddicas. Entdo, as aplicagdes p1, pr : R — L(X)
definidas por
pi(t) =% O)P% (1) e
pa(t) =% (1) (la = P)% (1)

sdo T —periddicas.

Demonstragdo. Vamos mostrar que p € Perr(R,L(X)), pois a prova de que p; € Perr(R,L(X))

segue de maneira andloga.

DefinaR: R — L(X) por R(t) = % (t+T) e note que R ¢ solugio do PVI

dR
— =D|A(?)R
dt A()R] (4.25)
R(0) =% (T),
pois satisfaz a equagao integral
732 t+T
R(1) _ Ua+T)TE 1d+/ U (s)

- e [ Ao+ /T”Td[A<s>J%<s>
ra2s g4 /’”d[A<s>]%<s>
u=sT +/ A(s+T)|%(s+T)
Ackerr(BLO)) p opy / d[A(s)|R(s)
0)+ [ dAGIRE)

para todo ¢t € R, em que na quinta igualdade estamos utilizando o Teorema 2.3.27. Desta forma,
pela Observacdo 4.1.3 obtemos % (t +T) = R(t) = % (t)% (T), paratodo t € R.

Note que P = % (T)P% ~'(T) é uma projecio. De fato,
P> = (TP (T (T)P% (T) =% (T)P% ' (T) = P.
Além disso, obtemos

lz @~ = |lw@)x (TP~ ()% (s)|

(Di.)
= |%(+T)PU " (s+T)|| < Kie =) t>5.

Analogamente, usando (Dii.) temos

1% (t)(Ig — P)% ' (5)|| < Kpe 267 s>1.
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Finalmente, pela unicidade da projegdo obtemos p; € Perr(R,L(X)), pois, para todo t € R,

t+T P2 i +T)Y 2w (P (Y2 (1)

0P ') =" w ) pw (1) = pr (1),

pit+T) = U
deé.P P

]

Lema 4.4.3. Suponha que a EDOG (4.1) satisfaga a condi¢do (D) em R e f € G(R,X). Entdo
toda solugdo 7' —periddica da EDOG (4.24) € limitada.

Demonstragcdo. Considere x : R — X uma solu¢do T —periddica da EDOG (4.24). Pela periodi-
cidade de x, basta provar que sua restri¢do ao intervalo [0, 7], X797 € limitada. Note que Xo7) é

solu¢do da EDOG (4.24) em [0, T'] entdo, quaisquer que sejam ¢,y € [0, 7], temos

) =x(t0) + [ dIAG)x(s) + £(0) ~ £ o),

Iy

logo, pelo mesmo argumento empregado na demonstracdo do Teorema 3.2.3, obtemos que

X|oz € G([0,T],X), consequentemente, pelo Corolério 2.2.6, Xz € B([0,T],X). O

0,7]

Teorema 4.4.4. Suponha que a EDOG (4.1) satisfaca a condi¢do (D) em R, f € BG(R,X) e que
as fungOes integrais S, I : R — X dadas por

s = [ afw0pr )56 - 1) ¢

10)= [ 420 1- P2 66 - f),

estdo bem definidas e sdo limitadas. Além disso, suponha que a projecdo P da Defini¢cdo 4.3.2 é

unica e que A e f sdo T —periddicas. Entdo, a EDOG (4.24) tem tnica solucido T —periddica.

Demonstragdo. Considere x : R — X a solucdo do PVI

< = DA+ /(1)
i) = = [ ds[P2 (](F(5) — Fl10) + ™ dllla — P)2Z 5] () — £ la)).

(4.26)
De acordo com a demonstra¢do da Proposicdo 4.3.5 temos, para todo t € R,

x(t) = f(t) = f(to) = S(t) +1(2).

Assim, pelo Lema 4.4.2 temos, paratodo ¢ € R,
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t+T

X+T) = faT) =)~ [ dl# e+ TP E)(F6) - fln)

[e5]

+ | d %+ T) (g —P)% " (9)](f(s) = f(t0))

t+T
2321 4 F(t0) / dy[% (t +T)P% (s +T)](f(s+T)— f(to))

—‘,-oo
+ / (1+T) (= PY2 ™ s+ T(Fs+T) = (1))

= f(r) f(to)
—/ d, [%(I+T)%_1(s+T)%(s+T)P?/_1(s+T)](f(s)—f(to))
+ [Ca w2 s U s+ T - 2 (s T - f(0),

Utilizando a Proposicdo 3.2.11, 3. no produto dos dois primeiros operadores de cada integral e a
T —periodicidade de p; e p», dados pelo Lema 4.4.2, no produto dos trés ultimos operadores de

cada integral, obtemos

A7) = S0 f(to)
[ agwwa e ma O -Pr 606 - o)
+ [ty mr w2 GI66) - 0)

3.2.11,1.

f(t) = f(t0) = S(t) +1(z)

= x(0),

para todo ¢t € R. Portanto, x € T —periddica.

Observe agora que, pela Proposi¢do 4.3.5, a EDOG (4.24) admite unica solugado limitada.
Em particular, x € limitada, pois f,S e I sdo limitadas. Portanto, pelo Lema 4.4.3, temos que x é
Unica solugdo T —periddica da EDOG (4.24). O

Corolario 4.4.5. Suponha que a EDOG (4.1) satisfaga a condicdo (D) em R, A € BV(R,L(X)),
f € BG(R,X) e que exista K > 0 tal que ||[I; —A~A(¢)] || < K para todo t € R . Além disso,
suponha que a projecao P da Defini¢do 4.3.2 € tinica e que A e f sdo T —periddicas. Entdo, a
EDOG (4.24) admite tnica solu¢cdo T —periddica.

Demonstragcdo. Segue diretamente do Teorema 4.3.8, 3. e do Teorema 4.4.4. ]
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CAPITULO

APLICACOES EM EQUACOES DIFERENCIAIS
EM MEDIDA E EQUACOES DIFERENCIAIS
IMPULSIVAS

Neste capitulo, iremos aplicar os resultados de dicotomia exponencial obtidos no Capitulo
4 para as EDOGs associadas as classes de EDMs e EDIs apresentadas nas Secoes 3.3.1 e 3.3.2,
respectivamente, para encontrar condi¢des suficientes para tais classes de equagdes admitirem

unicas solu¢des limitadas e T —periddicas.

5.1 Dicotomia exponencial em EDMs

Nesta secdo, considere a equagdo (3.25) a qual nos referiremos simplesmente por
EDM. Lembrando que estamos assumindo as condi¢des (M1) ,..., (M6) e considerando todos

os resultados presentes na se¢ao 3.3.1.

Definicao 5.1.1. Considere ty € I e V o operador fundamental associado a EDM (3.25). Defini-
mos o operador ¥ : I — L(X) por

V(t)=V(t,n), tel
Além disso, denote ¥ (1) =V (ty,1), t € I.

Observacao 5.1.2. Se U : I x I — L(X) é o operador fundamental da EDOG (3.29) correspon-
dente 8 EDM (3.25) entdo % (t) = ¥ (t), paratodot € I.

Vamos apresentar o conceito de dicotomia exponencial para a EDM (3.25).

Definicao 5.1.3. A EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em /, se existem constantes

positivas K1, K>, &1, 0 € uma projegio P : X — X (P? = P) tais que:
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Mi) |7 )PV~ (s5)|| < Kje= %) t,selcomt > s;

Mii.) |7 (1)(I; —P)V (s)|| < Kze= %26 t.sclcomt >s.

Note que a Observagdo 5.1.2 e o Teorema 3.3.1 fornecem uma equivaléncia entre a EDM
(3.25) admitir dicotomia exponencial com sua EDOG correspondente (3.29) admitir dicotomia

exponencial. Enunciaremos este resultado no que segue.

Proposicao 5.1.4. A EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em / se, e somente se, a EDOG

(3.29) admite dicotomia exponencial em /.

O seguinte resultado € uma aplicacdo direta das Proposicoes 4.1.6 e 5.1.4, nele, obtemos

uma caracterizagdo para a EDM (3.25) admitir dicotomia exponencial.

Proposic¢ao 5.1.5. A EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em / se, e somente se, existem
constantes positivas L, L, Ly, 0,0 € uma projecio P : X — X (P? = P) tais que, para todo
& € X valem:

W). |7 ()PE|| < Lie= M=) || ¥ (s)PE||, t,s €1, comt > s;
Gi). |7 ()(Iy — P)E|| < Lye= 260 ¥ (s)(I; — P)E||, t,s €I, com s > 1;

Gii). |7 @)PY )| <L, tel.

Pela Observagdo 5.1.2 e pelos Teoremas 3.3.1 e 4.2.5, obtemos uma condicao suficiente
para a EDOG (3.29) admitir dicotomia exponencial em [0, o). Consequentemente, a Proposi¢do
5.1.4 garante que a EDM (3.25) admitira dicotomia exponencial em [0, +e0). Vamos enunciar

este resultado.

Proposicao 5.1.6. Suponha que
Vo={x0o € X : |xo|]| =1, x(-,x0) € solug@o ilimitada da EDM (3.25) com x(0,x0) = x0 }

¢ compacto em X, que existam 7 >0, C > 1 e 6 € (0,1) tais que, para qualquer solugido
x:[0,40) — X da EDM (3.25), sdo satisfeitas:

1. Paratodos 0 < s <t <5+ T,
x| < Cllx(s)|s

2. Paratodot > T, temos
[x(@®)]| <O sup |lx(u).

lu—t|<T

£ . . A X0 X0
Além disso, para cada xo € Vj, existe uma sequéncia crescente {f," },en C [0,+0) com£,5 | <

" + T, para todo n € N, satisfazendo:
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(). [[x(t,%0)|| < & paratodo t € [0,°);

(iD). ||x(m°,x0)|| = <.
Entdo a EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em [0, +oo).

Agora, vamos estabelecer a relacdo entre a EDM (3.25) admitir dicotomia exponencial

em R e as solucdes limitadas e 7-periddicas da EDM perturbada dada pela equacio integral

t t t
x(t) =x0+ | F(s)x(s)ds+ | G (s)x(s)du(s)+ [ h(s)du(s), (5.1)
) o )
em que (f9,x9) € R x X, h: R — X é fungdo localmente Perron-Stieltjes integravel com respeito

ausobre R e .7 ,¥ e u satisfazem as condi¢oes (M1), ..., (M6).

Se definirmos

A0 = [ Fyds, )= [ G()duls). A =A1(0)+ 400

Io Io

70 = [ hs)auts),

Io

para todo ¢ € R, temos que a EDOG correspondente a EDM perturbada (5.1) é dada por

dx
T D[A(t)x+ f(2)], (5.2)

em que, sua EDOG linear homogénea associada

dx
o = DA (5.3)

€ a EDOG correspondente a EDM (3.25).

Como u € BV,,.(R,R) por (M2), se a EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em R,
entdo sua EDOG (3.29) associada satisfaz a condi¢do (D) dada pela Definicdo 4.3.2, uma vez que
A satisfaz as condi¢des (H1") e (H2’) pela demonstracdo do Teorema 3.3.2, como enunciaremos

no seguinte resultado.

Lema 5.1.7. Suponha que a EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em R. Entdo a EDOG
(5.3) satisfaz a condi¢do (D).

Além disso, vamos obter uma equivaléncia entre as solu¢cdes da EDM perturbada (5.1) e
as solucdes da EDOG (5.2) associada a EDM perturbada.

Lema 5.1.8. A fungdo x: R — X € solucao da EDM (5.1) perturbada se, e somente se, x é
solucdo da EDOG (5.2) associada a EDM perturbada.
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Demonstracdo. Dado t € R, temos

/t:ﬁ(s)x(s)ds-l- /tot%(s)x(s)du(s) + th(s)du(s)

fo
Prop.2.3.32

[ a6+ [ diaxis(s)+ 0

Io

— /[d[A(s)]X(S) + f(2).

Io

[]

Supondo que a EDM (3.25) admita dicotomia exponencial em R e que f € BG(R,X),
pelos Lemas 5.1.8, 5.1.7 e Corolario 4.3.4, concluimos que a EDOG (5.2) associada a EDM
perturbada admite no méximo uma soluc¢do limitada o que implica, por sua correspondéncia com
a EDM perturbada (5.1) dada pelo Lema 5.1.8, que a EDM perturbada (5.1) admite no maximo

uma solucdo limitada. Vamos enunciar este resultado na seguinte proposi¢ao.

Proposicao 5.1.9. Suponha que a EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em R. Entdo a
EDM perturbada (5.1) admite no maximo uma solucao limitada.

Naturalmente, prosseguindo com a aplicac@o dos resultados do Capitulo 4, vamos obter

condi¢des suficientes para a EDM perturbada (5.1) admitir tnica solugdo limitada.

Proposicao 5.1.10. Suponha que a EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em R, a funcao
f € BG(R,X) e que as fungdes integrais S, I : R — X dadas por

Sayi/LdJV@PW‘%Q]SMﬂdMﬂe

Io
oo N
mwi/‘¢wux@—m%1@n/hummm
t o
estdo bem definidas e sdo limitadas. Entdo a EDM perturbada (5.1) admite tinica solucdo limitada.

Demonstra¢do. Como a EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em R, entdo a EDOG (3.29)
satisfaz a condi¢@o (D) pelo Lema 5.1.7. Além disso, como f € BG(R,X), % (t) = ¥ (t) e
ft)= ftf) h(r)du(r) para todo t € R, segue pela Proposicdo 4.3.5, que a EDOG perturbada (5.2)

admite uma dnica solugao limitada.

Por fim, pela correspondéncia entre as solu¢des da EDOG associada a EDM perturbada
(5.2) e as solugdes da EDM perturbada (5.1), dada pelo Lema 5.1.8, temos a unicidade de solu¢ao
limitada para a EDM perturbada (5.1). [

Proposic¢ao 5.1.11. Suponha que a EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em R, que as
fungdes integrais ., .# : R — X dadas por

(1) i/_:o”//(t)P”//_l(s)h(s)du(s) e
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S0 = [ F =P $hls)duts),
t
estdo bem definidas, s@o limitadas e que a funcdo
Y (t) Z ATV (s)ATH(s) — Z A~V )AH(s) |, t > 1,
fo<s<t to<s<t

k(t)=4¢ 0, t = to, (5.4)

vy Y AT s)ATH(s)— Y ATV T (s)ATH(s) |, t <t

\ 1<s<ty <5<t

onde H(s) = [, h(r)du(r), também ¢é limitada. Entdo a EDM perturbada (5.1) admite dnica

solu¢do limitada.

Demonstragdo. Como a EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em R, entdo a EDOG (3.29)

satisfaz a condi¢do (D) pelo Lema 5.1.7. Observe que, parat € R, temos
t t
S(1) = / V() PV (s)h(s)du(s) "PE> / V() PV~ (s)dH (s)

= /;”’/(t)P"f/—l(S)d[f(S)—f(to)] Z/:o”//(t)P”//_l(s)df(s);

20 = [ 0P s " [Ty o)
= [ Oty G ~f)) = [ F =P 9df6)

onde a Proposicado 2.3.32 faz sentido nestes intervalos ilimitados por valer em cada intervalo

compacto, consequentemente, para sequéncias de intervalos compactos convergindo a eles.

Assim, pela Proposicdo 4.3.6, a EDOG (5.2) associada a EDM perturbada admite tinica
solu¢do limitada, o que implica pelo Lema 5.1.8 que a EDM perturbada (5.1) tem tnica solugdo
limitada. ]

Vamos apresentar condigdes suficientes para as integrais das Proposi¢des 5.1.10e 5.1.11

existirem.

Teorema 5.1.12. Suponha que a EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em R e as fungdes
m e my dadas por (M4) e (M5) satisfazem

/O;ml(S)der/Zmz(s)du(s) < oo,

Entdo valem as seguintes afirmacoes:

1. Se f € B(R,X) dada por f(t) = ftg h(s)du(s) entdo a EDM perturbada (5.1) admite tinica
solugdo limitada.
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2. Se f € BV(R,X) dada por f() = j;f)h(s)du(s) e vale que

Y ATl < e,

teR

entdo a EDM perturbada (5.1) admite tnica solu¢do limitada.

Demonstragdo. 1. Observe que f € G(R,X). De fato, como f (1) = f,to h(s)du(s) e a fungdo
u € BV;,.(R,X), da Proposi¢ao 2.3.20, obtemos f € G([to,?],X) para todo ¢ € R. Logo,
f € G(R,X). Além disso, como a EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em R, segue
que a EDOG (3.29) satisfaz a condi¢do (D) pelo Lema 5.1.7.

Para concluir o resultado, basta mostrar que as fungdes integrais
t
S0 = [ OPrT )6 e

10 = [ @)t —P) @)1,
estdo bem definidas e s@o limitadas, uma vez que estas sdo as hipéteses restantes para

aplicar a Proposi¢ao 5.1.10.

Pela defini¢do de f temos f (7)) = 0 e, além disso, pela Observagdo 5.1.2, temos que
U (t) = ¥ (t) para todo ¢ € R. Logo, para mostrar a existéncia e limitacdo de S e I, vamos
verificar as hipéteses do Teorema 4.3.8, 3. e concluir o resultado, uma vez que as integrais

em questdo e as do Teorema 4.3.8, 3. serdo as mesmas.

E claro que f € BG(R,X), pois f € B(R,X) por hipétese e mostramos que f € G(R,X)
no inicio desta demonstragdo. Além disso, como s.I; € C([to,?],L(X)) e u é continuo a
esquerda em R por (M2), pela Observacao 2.3.22 e por ser soma de fun¢des continuas
a esquerda, temos que A é continua a esquerda. Assim, A"A(z) = 0 paratodor € R e

portanto, para todo t € R, temos
e —A"A@)] = [Hall = 1.
Resta mostrar que A € BV (R,L(X)). De fato, vamos mostrar que V4 < +oo. Considere

d= {di}li‘o € Dy, € note que, para todo compacto K C R, as integrais [ 7 (s)ds e
Jx ¥ (s)du(s) sao positivas pelas condi¢des (M4) e (M5). Portanto,

ld| ‘d‘ N S
A(s;) —A(s; = F(s)ds 9 (s)du(s
X lats) s Y|z [ g6
|d| 5 |d| 5
< 7 (s)ds 4G (s)du(s
< ELIJ() +F141 (s)dus)

< / ’ o (s)ds + / ’ yia(s)du(s)

< /+oo ml(s)a’s—i—/::o my(s)du(s) < H-oo.

—o00
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Assim,
b e i
var’(A) < / my (s)ds + / ma(s)du(s) < +oo.

—o00

Por fim, tomando o supremo dentre todos os intervalos [a,b] C R temos

oo oo
V4 g/ ml(s)ds+/ my(s)du(s) < Hoo.

—o0

2. Observe que f € G(R,X) pelo mesmo argumento do inicio da demonstra¢do do Teorema
5.1.12, 1. Além disso, como a EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em R, entao a
EDOG (3.29) satisfaz a condi¢do (D) pelo Lema 5.1.7.

Por hipétese temos f € G(R,X) NBV (R, X), portanto, as integrais

e [ UWOPU T (5)df(s) e

s = [ w W= (5)dr ),
estdo bem definidas e sdo limitadas pelo Teorema 4.3.8, 2.

Além disso, note que a funcado k : R — X dada pela equacao (4.21) é limitada. De fato,
como A € BV(R,L(X)) pelo mesmo argumento empregado na demonstra¢do anterior,
entdo V4 < 4oo. Assim, adaptando a Proposi¢do 3.2.11, 2. para R tomando o supremo
entre os intervalos compactos [a,b] de R com o fato de que V4 < +co, obtemos que existe
M > 0 tal que ||U(t,s)|| < M para todo (¢,s) € R?, pois, como

U(t,s):Id+/std[A(r)]U(r,s), (1,5) € R,

segue que

0@l <1+ [ dbaZ@IVGl, (15) € R

Como U(-,s) é limitado em compactos e r — vari(A) é ndo decrescente e continua a
esquerda (ja que A € continua a esquerda, veja Lema 2.2.19), segue da Proposi¢do 2.3.26
que

1U(t,5)|| < "4 < " .= M.

Como a limitacdo X independe de ¢ e s, segue o resultado. Assim, da definicdo de k temos

k()] <M (Z M2||A+f(t)||) =M Y ||ATF(1)]] < oo

teR teR

Por sua vez, a Proposicao 4.3.6 implica que a EDOG (5.2) associada a EDM perturbada
admite unica solu¢do limitada, e isto implica que a EDM perturbada (5.1) tem tnica

solucdo limitada pelo Lema 5.1.8.

]
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Agora, vamos apresentar condicdes suficientes para a EDM (5.1) admitir solu¢des T —

periddicas.

Teorema 5.1.13. Suponha que a EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em R, f € B(R,X)
¢ dada por f(t) = ftf) h(s)du(s), as fungdes m| e myp dadas por (M4) e (M5) satisfazem

/_Zml(s)ds+/_0:om2(s)du(s) < too.

Além disso, suponha que a projec@o P da Defini¢do 5.1.3 € tnica e que A e f sdo T —periddicas.

Entdo, a EDM (5.1) admite tnica solucao 7' —periddica.

Demonstragdo. Como a EDM (3.25) admite dicotomia exponencial em R, temos que a EDOG

(3.29) satisfaz a condi¢@o (D) pelo Lema 5.1.7. Além disso, f € G(R,X) e as fungdes integrais

S(t) = / ;ds[az/ OP% ()] f(s) e

10 = [ dfz 0 w—P2 ©)16)

estdo bem definidas e sdo limitadas pelos mesmos argumentos empregados na demonstracao do
Teorema 5.1.12, 1.

Logo, como a projecdo P da Defini¢do 5.1.3 € a mesma da condi¢do (D), que € tnica e
as funcdes A e f sdo T —periddicas, entdo a EDOG (5.2) associada a EDM perturbada admite

uma Unica solucdo T —periddica pelo Teorema 4.4.4.

Por fim, concluimos do Lema 5.1.8 que a EDM perturbada (5.1) tem unica solugdo

T —periddica. L

5.2 Dicotomia exponencial em EDIs

Nesta secdo, considere a equacgdo (3.30) a qual nos referiremos simplesmente por EDI.
Lembrando que estamos assumindo as condi¢des de impulso, (I1), (I2) e considerando todos os

resultados presentes na se¢ao 3.3.2.

Definicao 5.2.1. Considere fy € I e V o operador fundamental de (3.30). Definimos o operador
¥ I — L(X) por
V(t)=V(t,n),tel

Além disso, denote ¥ (1) =V (ty,1), t € I.

Observacdo 5.2.2. Se o operador U : I x I — L(X) é o operador fundamental da EDOG (3.33)
associada a EDI (3.30) entdo % (t) = ¥/(t), paratodo r € I.

Vamos apresentar o conceito de dicotomia exponencial para a EDI (3.30).
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Definicao 5.2.3. A EDI (3.30) admite dicotomia exponencial em /, se existem constantes
positivas K, K>, &, 0 e uma projecio P : X — X (P? = P) tais que:

@). |7 ()PY ()| < Kje= %) t,scTcomt > s

(Tii). | ¥ (t)(I;—P)¥ (s)|| < Kae 261t scIcomt >s.

Note que a Observagdo 5.2.2 e o Teorema 3.3.8 fornecem uma equivaléncia entre a EDI
(3.30) admitir dicotomia exponencial com sua EDOG correspondente (3.33) admitir dicotomia

exponencial. Enunciaremos entao este resultado.

Proposicao 5.2.4. A EDI (3.30) admite dicotomia exponencial em / se, e somente se, a EDOG

(3.33) admite dicotomia exponencial em /.

O seguinte resultado € uma aplicacdo direta das Proposicoes 4.1.6 e 5.2.4, em que

obtemos uma caracterizagcao para a EDI (3.30) admitir dicotomia exponencial.

Proposicao 5.2.5. A EDI (3.30) admite dicotomia exponencial em [ se, e somente se, existem
constantes positivas L,L;, Ly, &1, 0 € uma projecdo P : X — X (P> = P) tais que, para todo
& € X valem:

Q). |7 (@)PE|| < Lie )| ¥/ (s)PE||, 1,5 €I, com 1 > 5;
Gi). |7 (t)(Iy—P)E|| < Lpe 26~ || ¥ (s)(I; — P)E||, t,s €I, com s > 1;

(ii). |7 ()PY (1) <L,tel

Pela Observacdo 5.2.2 e pelos Teoremas 3.3.8 e 4.2.5, obtemos condi¢des suficientes
para a EDOG (3.33) associada a EDI (3.30) admitir dicotomia exponencial em [0, +e0). Conse-
quentemente, a Proposicao 5.2.4 garante que a EDI (3.30) admitira dicotomia exponencial em

[0, 4<). Vamos enunciar este resultado.
Proposicao 5.2.6. Suponha que
Vo={x0o € X : ||xo|]| =1, x(-,x0) é solugdo ilimitada da EDI (3.30) com x(0,x0) = xo }

¢ compacto em X, que existam 7' >0, C > 1 e 6 € (0,1) tais que, para qualquer solug¢do
x:[0,400) — X da EDI (3.30), sdo satisfeitas:

1. Paratodo 0 < s <r <s+T,
[[x(@)[] < Cllx(s) 15

2. Paratodot > T, temos
[x()| <6 sup |lx(u)l|-

lu—t|<T
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Além disso, para cada x( € Vj, existe uma sequéncia crescente {f;’ },en C [0, +o0) com t,fil <

t," + T, para todo n € N, satisfazendo:
(). [|x(t,%0)|| < & para todo t € [0,5,°);
(ii). [[x(5:0,x0)]| > &
Entdo a EDI (3.30) admite dicotomia exponencial em [0, 4-o0).

Agora, vamos estabelecer a relacdo entre a EDI (3.30) admitir dicotomia exponencial

em R e as solucoes limitadas e 7T-periodicas da EDI perturbada dada pelo sistema

% =a(t)x+h(t), t#1, i €Z,
A" x(1) = x(z) — x(%) = Bix(), i € Z. (5-3)
x(l‘()) = X0,

em que (fp,xp) € R x X, h: R — X é fung@o localmente Perron integravel em R e a satisfaz
(I1), (I2) e as condic¢des de impulso dadas na sec¢do 3.3.2. Entretanto, precisaremos enfraquecer

um pouco o conceito de solugdo como veremos adiante.

Se definirmos a fun¢do f : R — X por

e o operador A : R — L(X) por

Jia(s)ds+ Y, BiHq(1), t> 1,
Alr) = o (56)
Jra(s)ds— Y, Bi(1—Hy(t)), t <to, ‘
ic.7,0
entdo temos que a EDOG correspondente a EDI (5.5) é dada por
dx
& = DlA(+£(0)], (5.7)
T
em que sua EDOG linear homogénea associada
dx
— = D|A(t 5.8
= DlA()x (58)

¢ a EDOG linear correspondente a EDI (3.30).
Antes disso, vamos definir solucdes da EDI (5.5).
Definicdo 5.2.7. Dizemos que x : R — X é solugéo da EDI (5.5) se x € C((7;, Ti41],R") para cada

i € Z,x'(t) = a(t)x(t) + h(t) para quase todo 1 € I'\ O, x(t9) = xo € x(1;") = x(7;) + Bi(x(7;))
parai € Z. Neste caso, 0 = {1;: i € Z}.
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Observacao 5.2.8. Observe que, por definicdo, x : R — X é solucdo da EDI perturbada (5.5) se,
e somente se, x € solucdo da EDOG (5.7) associada a EDI.

Note que se a EDI (3.30) admite dicotomia exponencial em R, entdo a EDOG (3.29)
correspondente satisfaz a condi¢cdo (D) dada pela Defini¢do 4.3.2, uma vez que A dado pela
equacdo (3.34) satisfaz as condi¢des (H1") e (H2") pela Observagao 3.3.9. Enunciaremos este

fato no seguinte resultado.

Lema 5.2.9. Suponha que a EDI (3.30) admite dicotomia exponencial em R. Entdo a EDOG

(5.8) correspondente satisfaz a condi¢do (D).

Vamos dar condi¢des suficientes para a EDI perturbada (5.5) admitir no maximo uma

solu¢do limitada.

Proposic¢ao 5.2.10. Suponha que a EDI (3.30) admite dicotomia exponencial em R. Entdo a EDI

perturbada (5.5) admite no mdximo uma solugdo limitada.

Demonstragdo. Como a EDI (3.30) admite dicotomia exponencial em R, pela Proposi¢do 5.2.4,

sua EDOG associada (5.8) admite dicotomia exponencial em R.

Observe que f € C(R,X) C G(R,X) (veja Proposi¢ao 2.3.21), uma vez que 4 € local-
mente Perron integravel e a fungdo t.1; € C([a,b],L(X)) para todo [a,b] C R.

Portanto, a EDOG (5.7) correspondente a EDI perturbada admite no maximo uma
solucdo limitada pelo Corolario 4.3.4. Consequentemente, pela Observagdo 5.2.8, temos que a

EDI perturbada (5.5) admite no maximo uma solugao limitada. [

Naturalmente, prosseguindo com a aplicacdo dos resultados do capitulo 4, vamos obter

condigdes suficientes para a EDI perturbada (5.5) admitir tinica solucdo limitada.

Proposicao 5.2.11. Suponha que a EDI (3.30) admite dicotomia exponencial em R, que a fungdo
f € BG(R,X) e que as fungdes integrais S, I : R — X dadas por

S(t) = [ 40Py ) “h(rdr e

1o

N

1(t) = /, T () (L= P)Y N (s) / h(r)dr

To
estdo bem definidas e sdo limitadas. Entdo a EDI perturbada (5.5) admite uma dnica solugao

limitada.

Demonstracdo. Como a EDI (3.30) admite dicotomia exponencial em R, entdo a EDOG (5.8)
satisfaz a condi¢do (D) pelo Lema 5.2.9.

Além disso, como f € BG(R,X), % (t) =7V (t) e f(t) = f,gh(r)dr para todo t € R, pela
Proposi¢do 4.3.5, a EDOG (5.7) associada a EDI perturbada admite uma dnica solucdo limitada.
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Por fim, pela Observagdo 5.2.8, temos a unicidade de solucdo limitada para a EDI
perturbada (5.5). O

Proposicao 5.2.12. Suponha que a EDI (3.30) admite dicotomia exponencial em R, que as

funcdes integrais ., . : R — X dadas por

(1) i/_:o”//(t)P“f/_l(s)h(s)ds e

I(1) = / V() (Iy— PV~ (s)h(s)ds

t
estdo bem definidas e sao limitadas. Entdo a EDI perturbada (5.5) admite uma tnica solugao

limitada.

Demonstragdo. Como a EDI (3.30) admite dicotomia exponencial em R, segue que a EDOG

(5.8) satisfaz a condicao (D) pelo Lema 5.2.9.
Observe que, parat € R, temos

Prop.2.3.32
K =

S = / AP ($)h(s)d / HOPY ()df(s) e

20 = [ =Py ©h)ds " [ @)1= P 9df ()
t t
onde a Proposi¢do 2.3.32 faz sentido nestes intervalos ilimitados por valer em cada intervalo
compacto, consequentemente, para sequéncias de intervalos compactos convergindo a eles.

Note, também, que f € continua pelo mesmo argumento utilizado na demonstracio da
Proposicdo 5.2.10, logo, AT f(¢) = A~ f(¢) = 0 para todo 7 € R, assim a fun¢fo k definida na

Proposicao 4.3.6 € identicamente nula.

Por sua vez, a Proposicao 4.3.6 implica que a EDOG (5.7) associada a EDI perturbada
admite unica solugdo limitada, o que implica que a EDI perturbada (5.5) tem tnica solugao

limitada pela Observacdo 5.2.8. []

Vamos apresentar condi¢des suficientes para as integrais das Proposi¢des 5.2.11 € 5.2.12

existirem.

Teorema 5.2.13. Suponha que a EDI (3.25) admite dicotomia exponencial em R. Entao valem

as seguintes afirmacdes:
1. Se f € B(R,X) dada por f(r) = ftf)h(s)ds, a funcéo m em (12) satisfaz
/ m(s)ds < oo

e Z ||Bi|| < +oo, entdo a EDI perturbada (5.5) admite dnica solugdo limitada.
icZ
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2. Se f € BV(R,X) dada por f(r) = fti)h(s)ds, entdo a EDI perturbada (5.5) admite tinica

solucdo limitada.

Demonstracdo. 1. Observe que f € G(R,X). De fato, como f(t) = ftg h(s)ds e a fungdo
sy € G([to,t],L(X)), da Proposi¢do 2.3.20, obtemos f € G([ry,t],X) para todo t € R.
Logo, f € G(R,X). Além disso, a EDI (3.30) admite dicotomia exponencial em R, assim
a EDOG (3.33) satisfaz a condi¢do (D) pelo Lema 5.2.9.

Para concluir o resultado, basta mostrar que as fungdes integrais
t
S0 = [_dr Py @l e

10 = [ alr - 156
estdo bem definidas e sdo limitadas, uma vez que estas sdo as hipdteses restantes para

aplicar a Proposicao 5.2.11.

Note que podemos supor que os integrandos de S e I sdo da forma f(s) — f(7) € G(R,X).
Além disso, pela Observagdo 5.1.2, temos que % (t) = ¥/(t) para todo t € R. Logo, para
mostrar a existéncia e limitagdo de S e I, vamos verificar as hipéteses do Teorema 4.3.8, 3.,

uma vez que as integrais em questao e as do Teorema 4.3.8, 3. sdo as mesmas.

E claro que f € BG(R,X), pois f € B(R,X) por hipétese e mostramos que f € G(R,X)
no inicio desta demonstragcdo. Além disso, A € continua a esquerda pela Observacao 3.3.9,

assim, ATA(t) = 0 para todo ¢ € R e portanto, para todo ¢ € R, temos
s = A"AQ@) || = [[1a]] = 1.

Resta mostrar que A € BV(R,L(X)). De fato, vamos mostrar que V4 < +o0. Como a
integral [, m(s)ds € positiva para todo compacto K C R (veja condi¢do (I12)), da equagao
(3.35) e da hipétese de que Z ||Bi|| converge temos, para todo [a,b] C R,

icZ

b e

varl () < / m(s)ds+ Y ||Bl] < +oo.
- i€Z

Tomando o supremo entre os intervalos [a,b] C R, concluimos

—+o0
Vi < / m(s)ds+ Y |Bi]| < +eo.

- i€Z

2. Observe que f € G(R,X) pelo mesmo argumento do item anterior. Além disso, a EDI
(3.30) admite dicotomia exponencial em R, entdo a EDOG (3.33) satisfaz a condicao (D)
pelo Lema 5.2.9.

Por hipétese, temos que f € G(R,X)NBV (R, X), portanto as integrais

() = [ w%(t)P%_l(s)df(s) e
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s = [ wot-Pyr ()6
1
estdo bem definidas e sdo limitadas pelo Teorema 4.3.8, 2.

Note, também, que f é continua pelo mesmo argumento utilizado na demonstragdo da
Proposi¢do 5.2.10, logo, AT f(t) = A~ f(¢) = 0 para todo 7 € R, assim a fungdo k definida
na Proposicao 4.3.6 € identicamente nula.

Por sua vez, a Proposi¢ado 4.3.6 implica que a EDOG (5.7) associada a EDI perturbada

admite unica soluc¢do limitada, o que implica que a EDI perturbada (5.5) tem unica solugdo

limitada pela Observacdo 5.2.8.
]

Finalizamos esta Secdo, com a apresentacdo de condigdes suficientes para a EDI pertur-

bada (5.5) admitir solu¢des T — periddicas.

Teorema 5.2.14. Suponha que a EDI (3.30) admita dicotomia exponencial em R, f € B(R,X)
dada por f (1) = flg h(s)du(s) e que a fun¢do m dada por (I12) satisfaz

/ m(s)ds < +oo.

Além disso, suponha que a projecdo P da Definicdo 5.2.3 seja tnica e que A e [ sejam

T —periddicas. Entdo, a EDI perturbada (5.5) admite tnica solugdo 7' —periddica.

Demonstragdo. Como a EDI (3.30) admite dicotomia exponencial em R, segue que a EDOG
(3.33) satisfaz a condi¢do (D) pelo Lema 5.2.9. Além disso, f € G(R,X) e as fungdes integrais

s0) = [ alwwpr6)5e) e

10 = [ dfw @) -P 2 6)f6),
estdo bem definidas e sdo limitadas pelos mesmos argumentos empregados na demonstracao do
Teorema 5.2.13, 1.

Logo, como a projecdo P da Defini¢do 5.2.3 é a mesma da condi¢do (D), que € tinica
e as funcdes A e f sdo T —periddicas, entdao a EDOG (5.7) associada a EDI perturbada admite

uma unica solu¢do T —periddica pelo Teorema 4.4.4.

Por fim, concluimos da Observagdo 5.2.8 que a EDI perturbada (5.5) tem tnica solucdo

T —periddica. L
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