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摘要 非线性混合效应模型 (nonlinear mixed effect model, NLMEM)对分析重复调查数据有着突出优

势并且得到广泛应用. 但是现有的混合模型仅包含单水平和逐级嵌套多水平的随机效应分析, 没有包

括交互作用及其他组合类型随机效应分析, 因此, 现有的 NLMEM 没有一个统一的标准表达式. 本文

的目的在于提出一个包括所有随机效应类型 NLMEM 的统一表达式, 并且给出正态分布 NLMEM 的

一种参数计算方法 (线性逼近 - 逐步 2 次规划). 通过落叶松实例和数值模拟验证表明, 线性逼近 - 逐

步 2次规划算法具有较高的计算精度和较快的计算速度.该算法已在 ForStat 2.2版本上实现. 除此之

外, NLMEM 统一表达式还可推广到组变量情形, 即考虑组变量的 NLMEM.

关键词 交错随机效应 嵌套随机效应 一阶条件期望 非线性混合效应模型 逐步 2 次规划算法
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1 引言

非线性混合效应模型 (nonlinear mixed effect model, NLMEM)是依据回归函数依赖于固定效应参

数和随机效应参数的非线性关系而建立的 (参见文献 [1]). 它是分析纵向数据、多水平数据及重复调

查数据的近代统计学方法, 能反映总体的平均变化趋势, 又能刻画个体差异 (参见文献 [2, 3]). 近几年,

NLMEM 受到越来越多的学者关注, 并且被引入到多门学科, 如医学、工学、农学和林学等 (参见文

献 [3–8]).

Pinheiro 和 Bates [3] 依据随机效应因子 (产生随机效应的因子) 个数把 NLMEM 分为单水平

(single-level) NLMEM和嵌套多水平 (multi-level) NLMEM. (为了含义确切,本文把 multi-level译为嵌

套多水平, 它是 2 个以上逐级嵌套随机因素所产生的效应. 因为多因素产生的随机效应除嵌套效应外
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还包括其他多种类型, 本文将研究所有这些类型的随机效应. 以后本文中的多因素不仅包括嵌套多水

平也包括其他类型.) 以单水平 NLMEM 为例, 表达式如下:yij = f(ϕij , vij) + εij , i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , n,

ϕij = Aijβ +Bijui, ui ∼ N(0,Ψ),
(1.1)

其中 M 为研究对象个数; ni 为第 i 个研究对象重复观测次数; yij 为第 i 个研究对象第 j 次观测的因

变量值; f 是关于参数向量 ϕi 和连续变量 vi 的非线性函数; β 为 p × 1 维固定效应参数; ui 为 q × 1

维的随机效应参数, 假定服从期望为 0 方差为 Ψ 的正态分布; ϕij 为形式参数, 它与 β 及 ui 呈线性

函数关系; Aij 和 Bij 分别为 β 和 ui 的设计矩阵; εij 为随机误差项, 假定对于任意 i (i = 1, . . . ,M),

εi = (εi1, . . . , εini) 都服从期望为 0 方差为 R 的正态分布, 同时还假定随机效应参数 ui 与误差项 εij

之间相互独立. 类似可以推广到逐级嵌套的更多水平 (两水平、三水平等), 例如, 两水平yijk = f(ϕijk, vijk) + εijk, i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . ,Mi, k = 1, . . . , nij ,

ϕijk = Aijkβ +Bijkui +Bijkuij , ui ∼ N(0,Ψ1), uij ∼ N(0,Ψ2).
(1.2)

到目前为止,已有多种算法求解单水平和嵌套多水平 NLMEM [3, 9, 10]. 典型的计算软件有 SAS (Nlinmix

宏和 Nlmixed 模块) [11, 12] 和 S-Plus (nlme 函数) [3].

近几年,由于 NLMEM应用不断完善及深化,单水平和嵌套多水平 NLMEM随之已不能满足实际

的需要.例如,在林业上分析树高生长随年龄的变化关系时,如果考虑这种变化受林分密度和立地质量

的随机干扰, 由于林分密度和立地质量不是相互嵌套而是相互交错关系, 故利用 Pinheiro 和 Bates [3]

定义的嵌套多水平 NLMEM 无法分析此类问题. 如果更进一步考虑林分密度和立地质量的随机干扰

的方差受海拔高度影响 (海拔高度叫作组变量) 等, 则这一系列问题已有的模型和算法无法解决. 因

此, 如何求解基于随机效应因子间相互交错的 NLMEM 是当前混合模型领域急需解决的难题. 为直观

起见, 本研究用一个例子来说明.

例 1.1 [8] 假设树高 H 与树木直径 D 的关系是

H = 1.3 + exp

(
ϕ1 +

ϕ2

D

)
+ ε, (1.3)

其中 ϕ1 和 ϕ2 为形式参数, ε 为误差项.

实验数据来自吉林省汪清林业局, 共设置 5 个区组 (Block), 每个区组包含 4 个样地 (Plot), 分别

测定每个样地的树高 (H) 和直径 (D) 共 1,945 次. 环境因子测定海拔 (A)、林分密度 (SD) 和地位级

指数 (SI) 作为分类变量. 海拔按照大于等于 700 m 和小于 700 m 分为两个等级 (分别记为 1 和 2).

林分密度 (SD) 按区间 100 株/ha 划分为 6 个等级 (分别记为 1, 2, . . . , 6). 地位级指数 (SI) 从 15 m 开

始, 按间隔 0.5 m 划分为 5 个等级 (分别记为 1, 2, . . . , 5).

表 1 为落叶松样地概况一览表, 如果只考虑单个因素海拔、区组、样地、林分密度和地位级指

数对树高生长的影响 (单水平 NLMEM), 或者考虑区组以及嵌套在区组中的样地对树高生长的影响

(Block + Block×Plot, 嵌套两水平 NLMEM), 或者考虑海拔、嵌套在海拔中的区组以及嵌套在区组中

的样地对树高生长的影响 (A + A × Block + A × Block × Plot, 嵌套三水平 NLMEM), 则可以利用现

有的单水平和嵌套多水平 NLMEM 进行分析. 如果要考虑主效应林分密度和地位级指数对树高生长

影响, 或同时考虑主效应林分密度和地位级指数以及它们之间交互效应对树高生长影响, 或进一步考
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表 1 落叶松样地概况一览表

海拔 区组 样地 林分密度 地位级指数 观测数 海拔 区组 样地 林分密度 地位级指数 观测数

1 1 301 3 2 47 2 3 311 2 3 124

1 1 302 6 1 51 2 3 312 3 4 106

1 1 303 4 2 57 2 4 313 1 4 100

1 1 304 3 3 51 2 4 314 2 1 104

1 2 305 4 1 129 2 4 315 6 1 98

1 2 306 6 3 205 2 4 316 4 1 72

1 2 307 4 1 193 2 5 317 5 2 70

1 2 308 1 5 100 2 5 318 2 3 67

2 3 309 5 5 119 2 5 319 2 4 75

2 3 310 2 3 94 2 5 320 6 3 83

虑交互作用的方差受海拔的影响等, 由于随机效应因子之间相互交错以及考虑交互作用, 现有的模型

(模型 (1.1) 和 (1.2)) 不能分析.

为此, 本研究主要目的是提出一个比 Pinheiro 和 Bates [3] 所定义的 NLMEM 更为一般的模型表

达式, 它应该是包括单水平、嵌套多水平、独立多因素 (不考虑交互作用且因素间相互交错) 和多因素

的交互作用 (考虑交互作用且因素间相互交错)的 NLMEM,同时给出 10种常见随机效应 (或误差项)

方差类型满足正定或半正定的条件以及模型参数估计方法. 该模型能推广到含组变量的 NLMEM.

2 非线性混合效应模型统一标准形式

在样本的 N 个观测值中, 研究的问题涉及 m 个分类变量, 分别是 V1, . . . , Vm, 每个分类变量的

等级个数记为 c1, . . . , cm, 对分类变量取值完全相同的观测点归为一类, 称为一个对象. 全部对象用

集合 Θ 表示, Θ 中总对象个数为 M . 设第 i 个对象对应的分类变量的值为向量 ξi (ξi ∈ Θ), 例如,

ξi = (v1, . . . , vm). 设第 i 个对象所含的观测点数记为 ni, 每个观测点的下标是 i 和 j (j = 1, . . . , ni).

用 Ω 记产生随机效应的变量 (随机构造变量) 集合, 它的元素是变量 (产生主效应) 或变量乘积 (产生

交互作用或相嵌效应), 例如, Ω = (V1, V2, V1 × V2). 设某个随机构造变量为 E (E ∈ Ω), 它的等级数等

于 E 所涉及的分类变量等级个数的乘积, 记为 ME , u
(E)
i 表示构造变量 E 在第 i 个对象上附加的随

机效应. 非线性混合效应模型的标准形式是

yij = f(ϕi, vij) + εij , i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , ni,

ϕi = Aiβ +
∑
E∈Ω

B
(E)
i u

(E)
i ,

E(u
(E)
i ) = 0, var(u

(E)
i ) = Ψ(E), cov(u

(E)
i , u

(F )
i ) = 0, F ∈ Ω, E ̸= F,

εi ∼ N(0, Ri), ε = (εi1, . . . , εini)
T,

(2.1)

其中 yij 和 vij 分别为第 i 个对象第 j 次观测的 1 维因变量值和 s 维自变量值; ϕi 为 p 维形式参数

向量; β 为 p0 × 1 维固定效应参数向量; u
(E)
i 为构造变量 E 在第 i 个对象上产生的 q(E) × 1 维随机

效应参数向量; Ψ(E) 为 u
(E)
i 的协方差矩阵; 对于不同的 E ∈ Ω, u

(E)
i 相互独立; Ai 和 B

(E)
i 分别为 β
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和 u
(E)
i 的设计矩阵; εij 为误差项,对于不同的 j, εij 相互独立,同时还假定 εij 与所有 u

(E)
i 相互独立.

当各种随机效应参数 u
(E)
i (E ∈ Ω) 和 εij 都服从正态分布时, 模型 (2.1) 称为正态 NLMEM.

2.1 形式参数随机效应构造的类型

按照随机效应因素个数和因素间的逻辑关系 (独立、嵌套或交错), 把模型 (2.1) 中的形式参数

ϕi = (ϕi1, . . . , ϕip) 某个分量 ϕit (t = 1, . . . , p) 的构造分为以下 4 种类型. 直观起见, 用例 1.1 来说明.

类型 1 单因素情形.

分量 ϕit 受一个随机变量 (如林分密度) 的影响, 因此只有一个构造变量. 例如, ϕit = βt + u
(SD)
it ,

其中 u
(SD)
it 是由林分密度 (SD) 作用在形式参数 ϕit 上的随机效应, Ω = {SD}.
模型中如果所有混合形式参数 (含有随机效应的形式参数) 的随机效应构造都为单因素情形, 如

SD (等级数为 M), 并且对应的构造变量也相同, 集合 Θ 的元素是变量 SD 取值, 构造变量集合 Ω =

{SD} 只含一个元素, 根据 (2.1), 模型写为yij = f(ϕi, vij) + εij , i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , ni,

ϕi = Aiβ +B
(SD)
i u

(SD)
i , ui ∼ N(0,Ψ(SD)),

(2.2)

这就是 Pinheiro 和 Bates [3] 定义的单水平 NLMEM (模型 (1.1)).

类型 2 嵌套多因素情形.

ϕit 受逐级嵌套的随机效应因子影响, 例如, 以嵌套两水平为例, 随机效应因子为样地 (Plot) 和区

组 (Block), 其中样地嵌套在区组内, 相应的形式参数 ϕit 的构造为

ϕit = βt + u
(Block)
it + u

(Block×Plot)
it ,

其中 Ω = {Block,Block × Plot}. 该类型要求被嵌套的因子不能单独出现为构造变量, 例如, u
(Plot)
it 不

作为随机效应, 因为没有区组的样地在本例中没有意义.

如果所有混合形式参数的构造形式都为嵌套多因素情形, 并且对应的构造变量也相同, 则由这些

形式参数所构成的模型称为嵌套多因素 NLMEM [3]. 以嵌套 2因素 Block和 Plot为例,假设 Block中

含有 M 个等级, Block 的第 a 个等级中对应 Plot 的等级数为 Ma (a = 1, . . . ,M), 对象集合 Θ 的元素

个数为
∑M

a=1 Ma, 取构造变量集合 Ω = {Block,Block× Plot}, 根据 (2.1), 模型写为
yij = f(ϕi, vij) + εij , i = 1, . . . ,

M∑
a=1

Ma, j = 1, . . . , ni,

ϕi = Aiβ +B
(Block)
i u

(Block)
i +B

(Block×Plot)
i u

(Block×Plot)
i ,

u
(1)
i ∼ N(0,Ψ(Block)), u

(Block×Plot)
i ∼ N(0,Ψ(Block×Plot)).

(2.3)

在模型 (2.3) 中, 集合 Θ 的元素是变量 Block 和 Plot 取值, 由于 Plot 嵌套在 Block 中, Block × Plot

的每一个等级就是一个对象. 因此, 模型 (2.3) 与 (1.2) 完全相同.

对于多个变量逐级嵌套, 类似 2 个变量嵌套情形, 与 Pinheiro 和 Bates [3] 定义的嵌套多水平模

型完全相同. 但本研究给出的模型表达式较为简单 (模型中始终只含有两个下标), 避免了 Pinheiro 和

Bates [3] 定义的嵌套多水平 NLMEM 下标繁多的缺点.

类型 3 含交互作用多因素情形.
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ϕit 受多个因素 (因素间相互交错) 及其相互作用的影响. 以 2 个因素 SD 和 SI 变量为例, 形式参

数 ϕit 的构造为 ϕit = βt + u
(SD)
it + u

(SI)
it + u

(SD×SI)
it , 其中 SD× SI 表示林分密度与地位级指数的交互,

Ω = {SD,SI,SD× SI}. 对于 3 因素以上, 可以考虑主因素部分或全部 2 因素交互, 以及 3 因素或多因

素交互, 或其中部分项之和.

类型 4 组合情形.

ϕit 可能受多个随机效应因子的影响,都可以分解成上述 3种情况的组合.例如,形式参数 ϕit 考虑

由林分密度 (SD)和地位级指数 (SI)产生的交互效应以及由海拔高度 (A)和林分密度 (SD)产生的嵌

套效应,相应的构造写为 ϕit = βt+u
(SD)
it +u

(SI)
it +u

(SD×SI)
it +u

(A)
it +u

(A×SD)
it ,其中 Ω = {SD,SI,SD×SI,

A,A× SD}.
模型 (2.1) 中的每一个形式参数都可以为上面 4 种情形中的一种, 因此, 模型 (2.1) 几乎包含所有

随机效应类型组合的 NLMEM.

2.2 形式参数固定效应构造的类型

形式参数中固定效应 β 每一个分量 (βi) 的构造有 3 种类型.

类型 1 含有固定参数, 其取值在所有观测点上相同.

不受其他因素影响,固定效应参数在所有对象上取相同值.例如,第 2.1小节中的类型 1到类型 4.

类型 2 不含固定效应参数.

形式参数 ϕit 不含有固定效应参数, 仅有随机效应, 例如,

ϕit = u
(SD)
it + u

(SI)
it + u

(SD×SI)
it + u

(A)
it + u

(A×SD)
it .

因此, 模型中形式参数的个数可能多于固定效应参数的个数 (p > p0).

类型 3 含有固定参数, 其取值依赖于其他分类变量 (固定效应参数分级).

在某些情况下,固定效应参数 βt (t = 1, . . . , p0)的取值可能受到某些分类变量的影响.例如, β1 的

取值与观测点分类变量 A 有关时, 对 β1 按变量 A 的取值进行分级, 这时分类变量 A 相当于多元回

归中的哑变量. 分类变量 A 称为 βt 的分级变量.

下面以 (1.3) 为例进一步说明考虑分级时模型中固定效应参数的构造.

假如形式参数 ϕ1 受随机因素 SD的影响,并且 ϕ1 中的固定效应参数 β1 与分类变量 A的取值有

关, ϕ2 受随机因素 SD 和 SI 的直接影响, 这样它们所产生的随机效应和分布是 u(SD) ∼ N(0,Ψ(SD)),

u(SI) ∼ N(0,Ψ(SI)), 因为随机因素 SD 同时作用在形式参数 ϕ1 和 ϕ2 上, 则 u(SD) 为 2 维随机效应参

数, u(SD) = (u
(SD)
1 , u

(SD)
2 ), Ψ(SD) 为它的方差, 大小为 2 × 2 维. 而随机因素 SI 只作用在形式参数 ϕ2

中, 则 u(SI) 为 1 维随机效应参数, Ψ(SI) 为它的方差, 大小为 1× 1 维.

分类变量 A 有两个取值 a1 和 a2, β1 在 A 不同取值的观测点上分别取值 β1,a1 和 β1,a2 , 因此, β

为 3 维向量. 基础模型 (1.3) 的 NLMEM 为
H(A,SD,SI)j = 1.3 + exp

[
(β1,A + u

(SD)
1 ) +

β2,A + u
(SD)
2 + u

(SI)
2

D(A,SD,SI)j

]
+ ε(A,SD,SI)j , ϕ1

ϕ2


(A,SD,SI)

= I2

 β1,A

β2

+ I2

 u
(SD)
1

u
(SD)
2

+

 0

1

 (u(SI)),

其中 β1,A = (β
(A)
1,a1

, β
(A)
1,a2

), 把 β1 的取值分为两个级别. 这相当于回归中的数量化.
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2.3 随机效应分级

与固定效应参数分级类似,随机效应参数 ui 同样可能受到某些分类变量的影响,即随机效应的分

级, 可以理解为随机效应参数的数量化.

假定形式参数 ϕ1 直接受随机因素 SD的影响,但是对于不同观测点,形式参数 ϕ1 受随机因素 SD

的影响与该观测点的变量 A 取值有关, 即随机因素 SD 对 ϕ1 的影响需要按 A 分级. 这时称 A 是形

式参数 ϕ1 的随机效应分级变量.

下面以 (1.3) 为例进一步说明考虑随机效应参数分级时模型的参数构造.

假如形式参数 ϕ1 受随机因素 SD 的影响, 其影响与 A 的取值有关. ϕ2 仍然受随机因素 SD 和 SI

的直接影响, 这样它们所产生的随机变量和分布是 u(SD) ∼ N(0,Ψ(SD)), u(SI) ∼ N(0,Ψ(SI)). 随机因素

SD 产生的 u(SD) 为 3 维随机效应参数向量, u(SD) = (u
(SD)
1,a1

, u
(SD)
1,a2

, u
(SD)
2 ). 随机因素 SI 产生的 u(SI) 为

1 维随机效应参数向量. 基础模型 (1.3) 的 NLMEM 可以写为
H(A,SD,SI)j = 1.3 + exp

[
(β1 + u

(SD)
1,A ) +

β2,A + u
(SD)
2 + u

(SI)
2

D(A,SD,SI)j

]
+ ε(A,SD,SI)j , ϕ1

ϕ2


(A,SD,SI)

= I2

 β1

β2

+ I2

 u
(SD)
1,A

u
(SD)
2

+

 0

1

 (u(SI)),

其中把 ϕ1 的随机效应分成了 2 个级别. 模型中其他随机效应参数与 u(SD) 一样, 都可以考虑分级变

量. 值得注意的是, 分级变量只能为分类变量或若干个分类变量的乘积.

3 参数估计

本文提出线性逼近 -逐步 2次规划算法求解正态 NLMEM统一标准形式 (模型 (2.1))中参数. 首

先通过一阶 Taylor展开 [13] 把模型 (2.1)转化为线性混合效应模型 (linear mixed effect model, LMEM).

然后利用混合模型正规方程法 [14] 求解固定效应参数和随机效应参数. 方差和协方差参数由逐步 2 次

规划算法计算得到.

3.1 符号和矩阵表达式

在模型 (2.1) 中, 随机构造变量集合 Ω 中的元素可以编号, 设 Ω 中共有 K 个元素, 每个 k = 1,

. . . ,K 表示一个随机构造变量,等级数为 Mk. 为书写方便,把集合 Ω中元素以对应的编号表示. 因此,

正态 NLMEM 的标准形式可写为
yij = f(ϕi, vij) + εij , i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , ni,

ϕi = Aiβ +
K∑

k=1

B
(k)
i u

(k)
i ,

u
(k)
i ∼ N(0,Ψ(k)), cov(u

(k)
i , u

(l)
i ) = 0, k ̸= l, k = 1, . . . ,K, l = 1, . . . ,K.

(3.1)

对于 i = 1, . . . ,M , 令

yi = [yi1, . . . , yini ]
T, vi = [vTi1, . . . , v

T
ini

]T,
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Ãi = [Ai, . . . , Ai]nip×p0 , B̃
(k)
i = [(B

(k)
i )T, . . . , (B

(k)
i )T]Tnip×q(k) ,

ϕ̃i = [ϕT
i , . . . , ϕ

T
i ]

T
nip×1, f(ϕ̃i, vi) = [f(ϕi, vi1), . . . , f(ϕi, vini)]

T,

则模型 (3.1) 可写成矩阵形式:
yi = f(ϕ̃i, vi) + εi, i = 1, . . . ,M,

ϕ̃i = Ãiβ +
K∑

k=1

B̃
(k)
i u

(k)
i ,

u
(k)
i ∼ N(0,Ψ(k)), cov(u(k), u(l)) = 0, k ̸= l, k = 1, . . . ,K, l = 1, . . . ,K.

(3.2)

模型 (3.2) 中其他变量及参数与模型 (3.1) 完全相同.

3.2 线性化步

通过一阶条件期望线性化方法 (first order conditional expansion, FOCE) [13] 把模型 (3.2) 转化为

ŵi ≈ X̂iβ +
K∑

k=1

Ẑ
(k)
i u

(k)
i + εi, i = 1, . . . ,M, (3.3)

其中 ŵi 为伪数据向量, 由

ŵi = yi − f(
ˆ̃
ϕi, vi) + X̂iβ̂ +

K∑
k=1

Ẑ
(k)
i û

(k)
i (3.4)

计算得到, 这里 β̂ 和 û
(k)
i (k = 1, . . . ,K) 分别为 β 和 ui 的当前估值;

ˆ̃
ϕi 是形式参数向量的估计量, 表

达式为

ϕ̃i = Ãiβ̂ +
K∑

k=1

B̃
(k)
i û

(k)
i ; (3.5)

X̂i 和 Ẑ
(k)
i 分别为 β̂ 和 û

(k)
i (k = 1, . . . ,K) 的设计矩阵, 计算公式分别为

X̂i =
∂f(

ˆ̃
ϕi, vi)

∂βT

∣∣∣∣
β̂,û

(1)
i ,...,û

(K)
i ,vi

, (3.6)

Ẑ
(k)
i =

∂f(
ˆ̃
ϕi, vi)

∂[u
(k)
i ]T

∣∣∣∣
β̂,û

(1)
i ,...,û

(K)
i ,vi

, k = 1, . . . ,K. (3.7)

令

ŵ = (ŵT
1 , . . . , ŵ

T
M )T, X̂ = (X̂T

1 , . . . , X̂
T
M )T, Ẑ = (Ẑ(1), . . . , Ẑ(K)),

u = [(u(1))T, . . . , (u(K))T]T, ε = [εT1 , . . . , ε
T
M ]T, Ψ = diag(Ψ(1), . . . ,Ψ(K)),

其中

Ẑ(K) = diag( ˆ̃Z
(K)
1 , . . . , ˆ̃Z

(K)
MK

), u(K) = [(ũ
(K)
1 )T, . . . , (ũ

(K)
MK

)T]T,

Ψ̃(K) = diag(Ψ(K), . . . ,Ψ(K))(MKq(K))×(MKq(K)),
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t = 1, . . . ,MK , ˆ̃Z
(K)
t 为第 K 个构造变量第 t 个等级产生的随机效应 û

(K)
t 所对应的设计矩阵, 为

ˆ̃Z
(K)
t = [(Ẑ

(K)
(M×(t−1)/MK+1))

T, . . . , (Ẑ
(K)
(M×t/MK))

T]T.

由以上定义可知, 模型 (3.3) 写为

ŵ ≈ X̂β + Ẑu+ ε, (3.8)

模型 (3.8) 是线性混合效应模型, 因此在当前点可得到模型 (3.1) 参数估计的线性近似值. 以下几小节

将详细介绍参数的计算方法.

3.3 固定效应和随机效应参数估计

当 Ψ 和 R 已知时, 由混合模型正规方程 [14] 得到 β 和 u 的估计值 β̂ 和 û 分别为

β̂ = (X̂TΣ−1X̂)−1X̂TΣ−1ŵ, (3.9)

û = ΨẐTΣ−1(ŵ − X̂β̂), (3.10)

其中 Σ 为 ŵ 的方差, 由下式计算得到:

Σ = cov(Ẑu+ ε) = ẐΨẐT +R, (3.11)

因此需估计方差和协方差矩阵 Ψ 和 R.

3.4 方差和协方差参数估计

文献 [15] 给出了模型 (3.8) 参数估计的具体算法, 为叙述方便, 我们摘录主要公式如下: 由正态

性, 直接得到 (3.8) 的负二倍对数极大似然函数为

−2ℓF (σ
2,Ψ | y) = log |Σ|+ (ŵ − X̂β)TΣ−1(ŵ − X̂β) +N log(2π), (3.12)

负二倍对数限制极大似然函数为

−2ℓR(σ
2,Ψ | y) = log |X̂TΣ−1X̂| − 2ℓF (Ψ, R, β)− p0 log(2π). (3.13)

假定 Ψ 和 R 由 r 个参数 θ1, . . . , θr 所决定, 设 θ = (θ1, . . . , θr)
T, 估计参数 θ 的问题转化为, 在限制 Ψ

为半正定矩阵和 R 为正定矩阵条件下, 寻找参数 θ, 使得 LF (θ) = −2ℓF (θ) 或 LR(θ) = −2ℓR(θ) 达到

极小, 即非线性规划问题 (3.14) 和 (3.15).

对于极大似然 (maximum likelihood, ML) 参数估计:

min LF (θ) = log |Σ|+ (ŵ − X̂β)TΣ−1(ŵ − X̂β) +N log(2π)

s.t. Ψ(θ) 为半正定矩阵, R(θ) 为正定矩阵.
(3.14)

对于限制极大似然 (restricted maximum likelihood, REML) 参数估计:

min LR(θ) = log |X̂TΣ−1X̂| − 2ℓF (Ψ, R, β)− p0 log(2π)

s.t. Ψ(θ) 为半正定矩阵, R(θ) 为正定矩阵.
(3.15)
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文献 [3, 9, 16] 都假定 Ψ 为无结构方差类型, 并通过 Ψ 自身的 Cholesky 因子 L (为上三角矩阵) 构造

协方差矩阵 Ψ = LTL,从而保证 Ψ在计算过程中为半正定或正定. 该方法可以推广到 BD(k),即存在

上三角矩阵 L(k) 使得 BD(k) = L(k)TL(k). 但是也存在其他方差结构类型, 如 LP (k), 很难用相同个

数的参数得到半矩阵 L(k) 的表达式, 因此, 本文对可以用线性 (或非线性) 约束表示的方差矩阵类型

选用带约束条件的逐步 2 次规划算法求解参数 θ̂, 使得 LF (θ̂) 或 LR(θ̂) 达到极小值. 该算法从理论上

保证了任意类型结构的 Ψ 和 R 为半正定或正定矩阵. 下面将详细介绍逐步 2 次规划的计算方法和常

用方差类型满足正定或半正定矩阵的约束条件等. 关于参数向量 θ 对 (3.14) 和 (3.15) 的一阶和二阶

求导, 采用文献 [15] 中的计算公式.

3.4.1 逐步 2 次规划的计算方法

对于 ML 参数估计方法, 逐步 2 次规划算法的计算步骤如下.

在 (3.14) 中, 假设 Ψ(θ) 为正定或半正定矩阵的约束条件为 gΨ(θ) 6 0, R(θ) 为正定矩阵的约束条

件为 gR(θ) < 0, 其中 gΨ(θ) 和 gR(θ) 分别是参数向量 θ 的函数. 因此, 非线性规划问题 (3.14) 可写成

下列形式:

min LF (θ) = log |Σ|+ (ŵ − X̂β)TΣ−1(ŵ − X̂β) +N log(2π), θ ∈ Rr (3.16)

s.t. gΨ(θ) 6 0, gR(θ) < 0.

记 θ 可行区域为 Λ (Λ 为凸集合), 在 θ ∈ Λ 处寻找增量 d, 使得 LF (θ + d) < LF (θ), 且 θ + d ∈ Λ. 对

LF (θ) 在 θ̂ 处二阶 Taylor 展开, 得到

LF (θ) ∼= LF (θ̂) +∇LF (θ̂)d+
1

2
dT∇2LF (θ̂)d. (3.17)

除去常数 LF (θ̂), 非线性规划问题 (3.16) 变成一个近似二次规划问题:

min φ(d) = ∇L(F )(θ̂)d+
1

2
dTHd

s.t. gΨ(θ̂) +
∂[gΨ(θ)]

∂θ

∣∣∣∣
θ=θ̂

d 6 0,

gR(θ̂) +
∂[gR(θ)]

∂θ

∣∣∣∣
θ=θ̂

d 6 0,

(3.18)

其中

H = Udiag(h1, . . . , hr)U
T,

∇2LF (θ̂) 的谱分解为

∇2LF (θ̂) = Udiag(λ1, . . . , λr)U
T.

令

hi =

λi, 若 λi > 0,

δ, 其他情形,

其中 δ 是一个适当的正实数. 由二次规划问题 (3.18) 得到最优解 d̂, 把 d̂ 作为方向, 修改步长为 λd̂

(0 6 λ 6 1). 通过优选法做一维搜索:

min L(F )(θ̂ + λd̂) (1 6 λ 6 1)

s.t. θ̂ + λd̂ ∈ Λ,
(3.19)
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得到 λ̂ 的最优值, 然后设 θ̂ = θ̂ + λ̂d̂, 重新开始寻找增量 d. 对于限制极大似然法, 把 (3.16) 中 LF (θ)

替换成 LR(θ), 其他计算与极大似然法完全一致.

3.4.2 线性逼近 - 逐步 2 次规划算法计算步骤

线性逼近 - 逐步 2 次规划算法计算模型 (3.2) 中参数的主程序步骤如下:

第 1 步 给固定效应参数 β 赋初始值 (通常取最小二乘估计量), 指定允许误差 e (e = 10−10) 和

一个很小的非负实数 δ.

第 2 步 设初始值 u = 0 和 θ = (θ1, . . . , θr)
T, 使得 Ψ 为半正定矩阵及 σ2 > 0. 本算法中参数 θ

初始值的给定方法为, 对于 Ψ, 每个参数初始值为 Q/(2r1); 对于 R, 每个参数初始值为 Q/(2r2), 其中

Q 是被分析模型不考虑随机效应参数时的残差平方和, r1 和 r2 分别为 Ψ 和 R 中参数个数.

第 3 步 由 (3.6) 和 (3.7) 分别计算 X̂i 和 Ẑ
(k)
i (i = 1, . . . ,M), 得到 X 和 Z.

第 4 步 由 (3.4) 计算 ŵi (i = 1, . . . ,M), 得到 ŵ.

第 5 步 根据计算出的 ŵ、X 和 Z,得到标准形式的线性混合效应模型 (3.8). 通过求解模型 (3.8)

(见子程序 A), 得到 θ̂、β̂ 和 û.

第 6 步 检查收敛准则. 利用 (3.12) (或 (3.13)), 计算 LF (θ̂) (或 LR(θ̂)), 如果满足

|LF (θ)− LF (θ̂)| 6 e ∨ |LF (θ)− LF (θ̂)| 6 e|LF (θ̂)|

(或 |LR(θ)− LR(θ̂)| 6 e ∨ |LR(θ)− LR(θ̂)| 6 e|LR(θ̂)|),

得到一个解 θ̂, 终止计算; 否则, 令 θ = θ̂, β = β̂, u = û 转入第 3 步.

子程序 A:

线性混合效应模型子程序 (改进文献 [15] 算法) 为

第 1 步 根据主程序得到的 X、Z、ŵ、Ψ 和 R, 利用 (3.11)、(3.9) 和 (3.10) 分别计算 Σ̂、β̂ 和 û.

第 2 步 计算似然函数的一阶导数 ∇LF (θ) (∇LR(θ)) 和二阶导数 ∇2LF (θ) (∇2LR(θ)), 计算公式

参见文献 [15].

第 3 步 求解近似二次规划问题. 对于 ML 估计, 求解 (3.18), 如果是 REML 估计, 把 (3.18) 中的

LF (θ) 替换成 LR(θ).

第 4 步 做一维搜索, 极小化 (3.19) 得到修改步长 λ̂d̂, 计算 θ̂ = θ + λ̂d̂.

该算法已在 ForStat “非线性混合效应” 模块实现, 算法的详细介绍参见文献 [17].

4 含有组变量的 NLMEM

在模型 (2.1)中, 如果随机变量 u
(E)
i 的方差矩阵与某些分类因子 (categorical factor, CF)有关, 则

称 CF 为方差组变量 (简称组变量), 含组变量的模型表达式如下:

ygij = f(ϕgi, vgij) + εgij , g = 1, . . . , G, i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , ngi,

ϕgi = Agiβ +
∑
E∈Ω

B
(E)
gi u

(E)
gi ,

E(u
(E)
gi ) = 0, var(u

(E)
gi ) = Ψ(E)

g , cov(u
(E)
gi , u

(F )
gi ) = 0, F ∈ Ω, E ̸= F,

εgi ∼ N(0, Rgi), εgi = (εgi1, . . . , εgingi)
T,

(4.1)
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其中 G 为组变量的等级数; M 为观测对象的总个数; ngi 为组变量第 g 个等级中的第 i 个对象重复观

测次数; ygij 和 vgij 分别是组变量第 g 个等级中第 i个对象第 j 次观测的 1维因变量值和 s维自变量

值; ϕgi 是 p 维形式参数向量; β 为 p0 × 1 维固定效应参数向量; u
(E)
gi 是构造变量 E (E ∈ Ω, Ω 为构造

变量集合)在组变量第 g 个等级中的第 i个对象上产生的 q(E) × 1维随机效应参数向量; Ψ
(E)
g 为 u

(E)
gi

的正定或半正定协方差矩阵; 对于不同的 E (E ∈ Ω), u
(E)
gi 相互独立; Agi 和 B

(E)
gi 分别是 β 和 u

(E)
gi 的

设计矩阵; εgi 为误差项, 对于不同的 g 和 i, εgi 相互独立, 并且假定 εgij 与 u
(k)
gi (k = 1, . . . ,K) 相互

独立.

显然, 模型 (4.1) 是模型 (2.1) 的一种推广; 当模型 (4.1) 中不考虑组变量, 即 G = 1 时, 模型 (4.1)

与 (2.1) 完全等价.

同样, 把模型 (4.1) 中的随机构造变量集合 Ω 中元素以对应的编号表示. 设 Ω 中共有 K 个元素,

每个 k = 1, . . . ,K 表示一个随机构造变量, 它的等级数为 Mk. 并且假定模型 (4.1) 中各种随机效应参

数 u
(E)
gi (E ∈ Ω) 都服从正态分布. 对于 g = 1, . . . , G, i = 1, . . . ,M , 令

ygi = (ygi1, . . . , ygini)
T, vgi = (vTgi1, . . . , v

T
gini

)T,

Ãgi = (AT
gi, . . . , A

T
gi)

T, B̃
(k)
gi = [(B

(k)
gi )T, . . . , (B

(k)
gi )T]T,

ϕ̃gi = (ϕT
gi, . . . , ϕ

T
gi)

T, f(ϕ̃gi, vgi) = (f(ϕgi, vgi1), . . . , f(ϕgi, vgini))
T, εgi = (εgi1, . . . , εgini)

T,

则模型 (4.1) 可写成矩阵形式如下:
ygi = f(ϕ̃gi, vgi) + εgi, g = 1, . . . , G, i = 1, . . . ,M,

ϕ̃gi = Ãgiβ +
K∑

k=1

B̃
(k)
gi u

(k)
gi ,

u
(k)
gi ∼ N(0,Ψ(k)

g ), cov(u
(k)
gi , u

(l)
gi ) = 0, k ̸= l, k = 1, . . . ,K, l = 1, . . . ,K.

(4.2)

对于 g = 1, . . . , G, 令

yg = (yg1, . . . , ygM )T, vg = (vg1, . . . , vgM ), Ag = (ÃT
gi, . . . , Ã

T
gi)

T, u(k)
g = (ũ

(k)
g1 , . . . , ũ

(k)
gMk

)T,

B(k)
g = diag(B̀

(k)
g1 , . . . , B̀

(k)
gMk

), Ψ̃(k)
g = diag(Ψ(k)

g , . . . ,Ψ(k)
g ), ϕg = (ϕ̃T

g1, . . . , ϕ̃
T
gM )T,

f(ϕg, vg) = (f(ϕ̃g1, vg1)
T, . . . , f(ϕ̃gM , vgM )T)T, εg = (εTg1, . . . , ε

T
gM )T,

B̀
(k)
gt (t = 1, . . . ,Mk) 为第 g 组中第 k 个构造变量第 t 个等级产生的随机效应 ũ

(k)
gt 所对应的设计矩阵,

则模型 (4.2) 可写为
yg = f(ϕg, vg) + εg, g = 1, . . . , G,

ϕg = Agβ +
K∑

k=1

B(k)
g u(k)

g ,

u(k)
g ∼ N(0, Ψ̃(k)

g ), cov(u(k)
g , u(l)

g ) = 0, k ̸= l, k = 1, . . . ,K, l = 1, . . . ,K.

(4.3)

模型 (4.3) 只含有一个分类变量, 即组变量. 与模型 (2.1) 类似, 可以通过线性逼近 - 逐步 2 次规划算

法求解参数.
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5 案例分析

本文选用中国林业科学研究院设置在东北汪清林业局 5 个区组共 20 块固定样地中的 510 株落

叶松数据. 分别调查样地海拔高度、落叶松密度和地位级指数以及样地中每株树木直径 D 和树高 H

等. 数据结构见表 1. 由于模型 (2.1) 常被用来分析单木树高与直径之间关系 (参见文献 [8]), 故选它

作为构建混合效应模型的基础模型. 在实验过程中调查了每株样木的海拔高度, 通过海拔高度大小把

所有落叶松分为两个组,大于等于 700 m的为第一组,小于 700 m的为第二组. 本实例中,考虑构造变

量 (林分密度、地位级指数、林分密度和地位级指数的交互作用) 产生的随机效应对应的方差与海拔

高度有关, 对应的构造变量 Ω = {SD,SI,SD × SI}, 组变量为海拔高度. 由于海拔高度有两个等级, 即

G = 2, 因此对于 i = 1, . . . ,M1, j = 1, . . . ,M2, (ij) 为一个研究对象, 树高 - 直径模型可写为Hg(ij)l = 1.3 + (β1 + u
(M)
g(ij) + u

(S)
g(ij) + u

(M×S)
g(ij) )[1− exp(−β2Dg(ij)l)]

β3 + εg(ij)l,

u
(M)
g(ij) ∼ N(0,Ψ

(M)
g ), u

(S)
g(ij) ∼ N(0,Ψ

(S)
g ), u

(M×S)
g(ij) ∼ N(0,Ψ

(M×S)
g ), εg(ij)l ∼ N(0, σ2),

(5.1)

其中 g = 1, . . . , G; l = 1, . . . , ng(ij); ng(ij) 为林分密度第 i 等级、地位级指数第 j 等级所调查的落叶松

株数, 具体取值见表 2; Hg(ij)l 和 Dg(ij)l 分别为第 g 组中林分密度第 i 等级、地位级指数第 j 等级对

应的第 l 株落叶松的树高和直径; u
(M)
g(ij)、u

(S)
g(ij) 和 u

(M×S)
g(ij) 分别为第 g 组中由林分密度、地位级指数以

及它们之间交互作用产生的随机效应,大小都为 1维; β1、β2 和 β3 为固定效应参数; 假定 Ψ
(M)
g 、Ψ(S)

g

和 Ψ
(M×S)
g 为 1× 1 维的无结构类型.

选用 ML和 REML 2 种参数估计方法求解模型 (5.1) 中参数, 允许误差取 e = 10−10. 把固定效应

参数的最小二乘估计量 β0 = (17.924, 0.1388, 1.6533) 作为算法的初始化值.

在利用线性逼近 - 逐步 2 次规划计算模型 (5.1) 时, 对于 ML 参数估计, 经过 7 次迭代计算达到

收敛; 对于 REML 参数估计, 需要迭代 6 次. ML 和 REML 参数估计方法对应的方差和协方差参数、

对数似然函数值和固定效应参数的迭代过程分别见图 1 和 2. 线性逼近 - 逐步 2 次规划算法在 2 种

参数估计方法中通过第一次迭代就把每个参数的估计值落入了最优值附近,后面几次的迭代步长非常

小. 运算所需要的时间分别为 56 s和 51 s (硬件条件: 2.4 GHz CPU, 2 GB内存). 计算收敛时,各参数

的 ML 和 REML 估计量见表 3. 从表中知, 对于 ML 参数估计, 由林分密度产生的主随机效应参数为

0; 而对于 REML参数估计,在第一组中,由林分密度产生的主随机效应参数为 0, 而在第二组中, 主随

机效应参数接近为 0. 从而说明,单纯的林分密度对树高影响较小,而林分密度与地位级指数之间交互

作用对树高的影响较大. 根据表 3 中的参数估计量, 可以利用模型 (5.1) 对落叶松树高进行预测.

表 2 不同组中林分密度和地位级指数不同等级数中落叶松株数

林分密度 地位级指数

1 2 3 4 5

1 0|0 0|0 0|0 0|30 30|0

2 0|30 0|0 0|30 0|30 0|0

3 0|0 30|0 30|0 0|30 0|0

4 30|30 30|0 0|0 0|0 0|0

5 0|0 0|30 0|0 0|0 0|30

6 30|30 0|0 30|30 0|0 0|0

注: “|” 左边表示第一组中落叶松株数, “|” 右边表示第二组中落叶松株数.
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图 1 利用 ML 方法求解模型 (5.1) 时的参数迭代过程图
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表 3 模型 (5.1) 中参数的 ML 和 REML 估计值

估计方法 参数 估计值 参数 估计值 参数 估计值 参数 估计值

ML β1 17.8838 u
(S)
1(i1)

−0.2420 u
(M×S)
1(15)

0.1034 u
(M×S)
2(24)

0.0152

β2 0.1334 u
(S)
1(i2)

0.3842 u
(M×S)
1(32)

0.0802 u
(M×S)
2(34)

−0.0002

β3 1.5405 u
(S)
1(i3)

0.4763 u
(M×S)
1(33)

−0.1524 u
(M×S)
2(41)

0.0432

σ2 1.8082 u
(S)
1(i4)

0.0000 u
(M×S)
1(41)

0.0219 u
(M×S)
2(52)

−0.2070

Ψ
(M)
1 (1) 0.0000 u

(S)
1(i5)

−0.0615 u
(M×S)
1(42)

0.1330 u
(M×S)
2(55)

−0.0911

Ψ
(S)
1 (1) 0.1873 u

(S)
2(i1)

−0.1219 u
(M×S)
1(61)

−0.1562 u
(M×S)
2(61)

−0.1892

Ψ
(M×S)
1 (1) 0.1039 u

(S)
2(i2)

−0.1396 u
(M×S)
1(63)

0.4167 u
(M×S)
2(63)

0.1396

Ψ
(M)
2 (1) 0.0000 u

(S)
2(i3)

−0.0724 u
(M×S)
2(14)

0.2761

Ψ
(S)
2 (1) 0.0463 u

(S)
2(i4)

0.1964 u
(M×S)
2(21)

−0.0346

Ψ
(M×S)
2 (1) 0.0686 u

(S)
2(i5)

−0.0615 u
(M×S)
2(23)

−0.2469

REML β1 17.8915 u
(M)
2(2j)

−0.0194 u
(S)
2(i2)

−0.1803 u
(M×S)
2(14)

0.2433

β2 0.1334 u
(M)
2(3j)

−0.0014 u
(S)
2(i3)

−0.0888 u
(M×S)
2(21)

−0.0346

β3 1.5390 u
(M)
2(4j)

0.0038 u
(S)
2(i4)

0.2305 u
(M×S)
2(23)

−0.2297

σ2 1.8154 u
(M)
2(5j)

−0.0204 u
(S)
2(i5)

−0.0769 u
(M×S)
2(24)

0.0047

Ψ
(M)
1 (1) 0.0000 u

(M)
2(6j)

−0.0028 u
(M×S)
1(15)

0.1034 u
(M×S)
2(34)

−0.0181

Ψ
(S)
1 (1) 0.2031 u

(S)
1(i1)

−0.2536 u
(M×S)
1(32)

0.0802 u
(M×S)
2(41)

0.0432

Ψ
(M×S)
1 (1) 0.1052 u

(S)
1(i2)

0.3879 u
(M×S)
1(33)

−0.1524 u
(M×S)
2(52)

−0.1798

Ψ
(M)
2 (1) 0.0053 u

(S)
1(i3)

0.4822 u
(M×S)
1(41)

0.0219 u
(M×S)
2(55)

−0.0767

Ψ
(S)
2 (1) 0.0664 u

(S)
1(i4)

0.0000 u
(M×S)
1(42)

0.1330 u
(M×S)
2(61)

−0.1765

Ψ
(M×S)
2 (1) 0.0662 u

(S)
1(i5)

0.1888 u
(M×S)
1(61)

−0.1562 u
(M×S)
2(63)

0.1411

u
(M)
2(1j)

0.0193 u
(S)
2(i1)

−0.1480 u
(M×S)
1(63)

0.4167

注: Ψ
(k)
g (1) 表示第 g (g = 1, 2) 组中构造变量 k 产生的随机效应对应的协方差参数. u

(M)
g(ij)

(i = 1, . . . ,M1) 表示第

g (g = 1, 2) 组中林分密度第 i 等级对应的随机效应. u
(S)
g(ij)

(j = 1, . . . ,M2) 表示第 g 组中地位级指数第 j 等级对应

的随机效应. u
(M×S)
g(ij)

表示第 g 组中林分密度第 i 等级、地位级指数第 j 等级所产生的交互随机效应.

6 数值模拟验证

本节通过模拟研究评价线性逼近 - 逐步 2 次规划算法的可靠性. 选用模型 (5.1) 进行拟合研究.

在模拟研究中, 数据结构与第 5 节案例类似, 设 G = 2, M1 = 6, M2 = 5, ng(ij) = 20 (i = 1, . . . ,M1,

j = 1, . . . ,M2), 则 N = 1200. 用真实值

β = (18, 0.5, 2)T, Ψ
(M)
1 = 2, Ψ

(M)
2 = 2.5, Ψ

(S)
1 = 4, Ψ

(S)
2 = 3, Ψ

(M×S)
1 = 1, Ψ

(M×S)
2 = 0.5

和 σ2 = 4 产生 1,000 组拟合数据 (根据给定的模型参数, 由随机效应参数服从正态分布产生, 具体方

法参见文献 [18]). 选用 ML 和 REML 参数估计方法对 1,000 组拟合数据进行计算.

表 4 列出了固定效应参数、方差和协方差参数的简要统计量, 如平均值、偏差和均方误差等. 从

表中可知, 2 种参数估计方法对应的参数估计量都非常接近真实值, 从而进一步说明线性逼近 - 逐步

2 次规划算法有较高的计算精度. 固定效应参数 β1、β2 和 β3 和误差项参数 σ2 对应的偏差比协方差

参数要小, 并且在估计方差和协方差参数时, REML 对应的偏差比 ML 要小.
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表 4 模型 (5.1) 中各参数估计的拟合结果

参数 ML REML

平均值 偏差 均方误差 平均值 偏差 均方误差

β1 17.9812 0.0188 4.7534 17.9859 0.0141 4.7583

β2 0.4873 0.0127 0.1297 0.4913 0.0087 0.1308

β3 1.9821 0.0179 0.7634 1.9867 0.0133 0.7721

σ2 4.0032 −0.0032 1.4921 4.0014 −0.0014 1.4975

Ψ
(M)
1 (1) 1.9153 0.0847 0.3452 1.9524 0.0476 0.3591

Ψ
(S)
1 (1) 3.9281 0.0719 1.1635 3.95785 0.0422 1.1715

Ψ
(M×S)
1 (1) 0.9325 0.0675 0.2142 0.9475 0.0525 0.2238

Ψ
(M)
2 (1) 2.5893 −0.0893 0.7836 2.5712 −0.0712 0.7914

Ψ
(S)
2 (1) 2.9246 0.0754 0.8220 2.9511 0.0489 0.8732

Ψ
(M×S)
2 (1) 0.4684 0.0316 0.0847 0.4826 0.0174 0.0853

7 结论

本文给出了一种正态 NLMEM 的统一表达式, 除已有的单水平和逐级嵌套多水平 NLMEM 外,

还包含其他多种类型的 NLMEM, 例如, 只含主效应的多因素 NLMEM、包括主效应和交互效应的

NLMEM, 以及某几种类型组合的一般性 NLMEM 等. 提出了一种线性逼近 - 逐步 2 次规划算法求解

正态 NLMEM 的标准形式, 即模型 (2.1). 选用 ML 和 REML 2 种参数估计方法, 给出线性逼近 - 逐

步 2 次规划算法的具体计算公式, 并详细介绍用逐步 2 次规划算法求解模型中方差参数的计算方法.

推导出 10 种常用的协方差类型矩阵满足正定或半正定时的条件. 同时还列出线性逼近 - 逐步 2 次规

划算法的具体计算步骤, 该算法已在 ForStat 2.2 版本 “非线性混合效应” 模块实现. 在对落叶松树高

数据分析中发现线性逼近 -逐步 2次规划算法达到计算收敛时只需较少迭代次数,并且计算速度也相

对较快. 对 3 种不同模型通过数值模拟验证得出, 该算法具有较高的计算精度. 除此之外, 线性逼近 -

逐步 2次规划算法理论上保证了随机效应参数或误差项方差为正定或半正定矩阵,从而克服其他软件

(如 SAS 中 mixed 模块) 不能保证随机效应参数方差为非负定矩阵的缺陷.

本文在模型 (2.1)的基础上,进一步考虑随机效应方差与某些因素有关,故考虑组变量的 NLMEM;

基于模型 (2.1)给出了考虑组变量的 NLMEM一般形式,即模型 (4.1). 模型 (2.1)是模型 (4.1)的一种

广义形式, 当不考虑组变量时, 两者完全等同. 同样可以利用线性逼近 - 逐步 2 次规划算法求解考虑

组变量的正态 NLMEM 标准形式. 整个研究假定随机效应参数 u
(E)
i (E ∈ Ω) 和误差项 εi 服从正态分

布, 对于服从其他分布 (如二项分布和 β 分布等) 的情形尚需进一步研究.
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A general formulation of nonlinear mixed effect models and its
application

Liyong Fu & Shouzheng Tang

Abstract Nonlinear mixed effect models (NLMEMs) have become popular in various disciplines over the past
several decades. However, the existing methods for parameter estimation implemented in standard statistical
packages such as SAS and R/S-Plus are generally limited to single- or multi-level NLMEMs that only allow nested
random effects and are unable to cope with crossed random effects within the framework of nonlinear mixed effect
modeling. In this paper, we propose a general formulation of NLMEMs that can accommodate both nested
and crossed random effects, and then develop a computational algorithm (linearization approximation-sequential
quadratic programming) for parameter estimation based on normal assumptions. The general formulation of
NLMEMs and linearization approximation-sequential quadratic programming algorithm is evaluated using the
height and diameter data measured on trees from Korean larch (L. olgensis var. changpaiensis) experimental plots
as well as simulation studies. We show that the linearization approximation-sequential quadratic programming
method converges fast with high accuracy and also were implemented in ForStat software. In addition, we also
spread the normal NLMEMs standard expression to those NLMEMs where the variances of random effects are
related to some factors (also called the group variable).

Keywords crossed random effects, nested random effects, first order conditional expansion, nonlinear

mixed effect models, sequential quadratic programming

MSC(2010) 60J60

doi: 10.1360/N012018-00173

30

https://doi.org/10.1016/j.foreco.2004.07.051
https://doi.org/10.1016/j.foreco.2007.05.006
https://doi.org/10.1093/biostatistics/kxn020
https://doi.org/10.1139/x11-071
https://doi.org/10.2307/2532087
https://doi.org/10.1137/0915079
https://doi.org/10.1080/01621459.1988.10478693
https://doi.org/10.1142/S1793524519500402
https://doi.org/10.1214/06-BA117
https://doi.org/10.1214/06-BA117

	引言
	非线性混合效应模型统一标准形式
	形式参数随机效应构造的类型
	形式参数固定效应构造的类型
	随机效应分级

	参数估计
	符号和矩阵表达式
	线性化步
	固定效应和随机效应参数估计
	方差和协方差参数估计
	逐步  2 次规划的计算方法
	线性逼近 - 逐步  2 次规划算法计算步骤


	含有组变量的  NLMEM
	案例分析
	数值模拟验证
	结论

