UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE FiSICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FiISICA

César Menezes Vieira

Uma abordagem continua para sistemas
dissipativos de particulas repulsivas

Fortaleza

2017



César Menezes Vieira

Uma abordagem continua para sistemas
dissipativos de particulas repulsivas

Tese de Doutorado submetida a Coordenagao
do Curso de Poés-Graduagao em Fisica, da
Universidade Federal do Ceard, como requi-
sito parcial para a obtencao do Titulo de
Doutor em Fisica

Orientador: Prof. Dr. André Auto Moreira

Fortaleza

2017



Dados Internacionais de Catal ogagéo na Publicacéo
Universidade Federal do Ceara
Biblioteca Universitaria
Gerada automaticamente pelo médulo Catal og, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

V714a  Vieira, César Menezes.

Uma abordagem continua para sistemas dissipativos de particulas repulsivas / César Menezes Vieira. —
2017.

103 f. : il. color.

Tese (doutorado) — Universidade Federal do Ceara, Centro de Ciéncias, Programa de P6s-Graduagdo em
Fisica, Fortaleza, 2017.

Orientagdo: Prof. Dr. André Auto Moreira.

1. Dindmica Molecular. 2. Dindmica superamortecida. 3. M ecanica estatistica ndo-extensiva. 4. Difusdo néo-
linear. . Titulo.

CDD 530




César Menezes Vieira

Uma abordagem continua para sistemas
dissipativos de particulas repulsivas

Tese de Doutorado submetida a Coordenacao
do Curso de Pés-Graduagao em Fisica, da
Universidade Federal do Ceard, como requi-
sito parcial para a obtencao do Titulo de
Doutor em Fisica

Aprovada em 15/12/2017

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. André Auto Moreira (Orientador)
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. Hans Jiirgen Herrmann
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. José Soares de Andrade Junior
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Prof. Dr. Luciano Rodrigues da Silva
Universidade Federal do Rio Grande do Norte (UFRN)

Prof. Dr. Evaldo Mendonca Fleury Curado
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (CBPF)



Aos meus amados pais,
César e Silvia.



“If you have an apple and I have an apple and we exchange these apples
then you and I will still each have one apple. But if you have an idea
and I have an idea and we exchange these ideas, then each of us will

have two ideas.”

GEORGE BERNARD SHAW



Agradecimentos

Gostaria de agradecer imensamente aos meus pais, César e Silvia, por todo o amor e
pelo apoio que me vem sendo dado desde sempre. O valor dado a educacao é, na minha
opiniao, um dos maiores presentes e formadores de carater que um filho pode receber, e
que nunca lhe podem ser tomados. Agradego também a minha irma, Nara, pela grande
amizade e o apoio incondicionais. Esta tese é certamente um pequeno fruto de tudo o que
vocés me deram.

A minha querida esposa, Rosa, pelo enorme companheirismo, amor, amizade e compre-
ensao despendidos. Merci pour tout!

Ao meu orientador, professor André Auto Moreira, que com sua paciéncia e dedicagao
esteve sempre presente no meu trabalho e nunca deixou de me apoiar e orientar o caminho
dos trabalhos desde a época do meu mestrado, o meu muitissimo obrigado!

Ao professor José Soares de Andrade Junior, que, além de participar da banca exami-
nadora e da banca do exame de qualificagao, acompanhou o trabalho e forneceu étimas
sugestoes ao longo de todo esse tempo.

Ao professor Humberto de Andrade Carmona, pela participagao na banca do exame de
qualificagao, além de contribuigoes e sugestoes dadas, sobretudo com relagao ao nosso
artigo publicado.

Aos professores Evaldo Curado (CBPF), Luciano da Silva (UFRN) e Hans Herrmann
(ETH Ziirich) por aceitarem participar da banca examinadora, e ao César Sampaio, pela
participagao na banca do exame de qualificacao.

Aos meus amigos do departamento de Fisica da UFC, especialmente os que ja passaram

e os que ainda fazem parte do Laboratorio de Sistemas Complexos, além dos amigos do
GTMC.

Aos meus colegas de trabalho do IFCE, sobretudo os que fazem parte do campus avancado
de Jaguaruana e do campus Acarai, a minha sincera gratidao por toda a compreensao
necessaria quando precisei conciliar os meus trabalhos.

Ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq) pelo apoio
financeiro.



Resumo

Neste trabalho, propomos um método geral do tipo “coarse-graining” para obter uma
equacao da continuidade que descreve qualquer sistema dissipativo de particulas repulsi-
vas interagindo por meio de potenciais de curto alcance, em principio. Em nossa abor-
dagem, o efeito de correlacoes particula-particula é incorporado ao balanco de energia, e
uma equacao de difusao nao-linear é obtida para representar a dinamica superamortecida.
Em particular, quando o potencial de interagao repulsiva é uma lei de poténcia, nosso mo-
delo revela uma correspondéncia entre a energia particula-particula e a termoestatistica
generalizada de Tsallis para qualquer valor nao-positivo do indice entrépico, ¢q. Para esse
caso, investigamos a consisténcia do modelo proposto para o estado estacionario, bem
como durante a evolucao do perfil de concentracao. Sob certas condigoes, a solucao para
o perfil de concentragao obedece a hipdtese de similaridade, isto é, as distribuicoes de
densidade em diferentes instantes de tempo podem ser mapeadas por um fator de escala
adequado. Nesse caso, a distribuicao de velocidades das particulas segue aproximada-
mente a mesma forma funcional observada no caso do perfil de concentracao. Ainda para
este potencial de interacao, apresentamos alguns resultados iniciais para o caso em que
ruidos térmicos sao adicionados ao sistema. Nossa metodologia pode também ser apli-
cada a modelos microscopicos de vortices em supercondutores e plasmas complexos, onde
correlagoes particula-particula sao pronunciadas em baixas concentragoes. Por fim, apli-
camos 0 nosso modelo para o caso de um sistema de particulas que apresenta transigoes
de fase conforme variamos a concentragao. As descri¢coes continuas resultantes fornecem
informacoes uteis e esclarecedoras sobre o comportamento microdinamico de tais sistemas
fisicos. A consisténcia do modelo é demonstrada por meio de comparacoes com resultados
de simulacao de dinamica molecular.

Palavras-chave: Dinamica Molecular. Dinamica superamortecida. Mecanica Estatistica
nao-extensiva. Difusao nao-linear.



Abstract

We propose a general coarse-graining method to derive a continuity equation that descri-
bes any dissipative system of repulsive particles interacting through short-ranged potenti-
als, in principle. In our approach, the effect of particle-particle correlations is incorporated
to the overall balance of energy, and a non-linear diffusion equation is obtained to repre-
sent the overdamped dynamics. In particular, when the repulsive interaction potential
is a short-ranged power-law, our approach reveals a distinctive correspondence between
particle-particle energy and the generalized thermostatistics of Tsallis for any non-positive
value of the entropic index ¢. For this interaction potential, we investigate the consistence
of the proposed approach both in the stationary state as well as during the dynamical
evolution of the density profile. Under certain conditions the solution for the density
profile obeys a similarity condition, that is, the density distributions in different instants
can be mapped one on other by a suitable scaling. In this case, we observe that the dis-
tribution of particles velocities follows closely the same functional form observed for the
density profile. We also show here some initial studies for the case where thermal noise are
relevant. Our methodology can also be applied to microscopic models of superconducting
vortices and complex plasma, where particle-particle correlations are pronounced at low
concentrations. Lastly we apply our continuum approach to a system of particles which
shows phase transitions with respect to the concentration. The resulting continuum des-
criptions provide elucidating and useful insights on the microdynamical behavior of these
physical systems. The consistency of our approach is demonstrated by comparison with
molecular dynamics simulations.

Keywords: Molecular Dynamics. Overdamped dynamics. Nonextensive statistical Me-
chanics. Nonlinear diffusion.
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1 Introducao

A simulacao computacional de particulas que constituem sistemas fisicos e biomolecu-
lares tem resultado em uma nova compreensao sobre fenomenos de escala molecular que
ocorrem nesses sistemas. Entretanto, muitos processos que ocorrem em liquidos, materiais
moles (soft matter), e sistemas biomoleculares ocorrem em escalas de tamanho e de tempo
que estao muito além das capacidades atuais de simulacoes computacionais. Para possi-
bilitar a investigacao de tais sistemas, uma das abordagens que podemos utilizar ¢ uma
aproximagao do tipo coarse-graining (CG) [3]. Esse tipo de abordagem é frequentemente
utilizada juntamente com os métodos de simulagao de Dinamica Molecular e Monte Carlo.
Embora as simulacoes possam atualmente ser realizadas para sistemas com um nimero de
particulas muito grande, isto ainda pode ser muito pequeno quando comparado a escala
real de sistemas biolégicos [4]. De um modo geral, no tipo de abordagem CG, o problema
é simplificado de modo que as particulas sao substituidas por sitios de um meio continuo
que interagem entre si por meio de interagoes computacionalmente mais eficientes. Desse
modo, torna-se possivel o estudo de sistemas com escalas de comprimento e de tempo

muito grandes.

Entre os variados sistemas de particulas que podemos estudar por meio de simulagao
computacional, destacamos os sistemas superamortecidos, que incluem a dinamica de
vortices de supercondutores do tipo 2, de sistemas coloidais, de plasmas complexos, entre

outros.

1.1 Estrutura da Tese

Nesse trabalho, estudaremos sistemas de particulas imersos em meios dissipativos,
que, a depender do potencial de interacao utilizado, podem ser aplicados a vortices em
supercondutores do tipo 2 (para o caso do potencial de London), a coloides e plasmas
complexos (para o caso do potencial de interagao de Yukawa), bem como a sistemas de

gases diluidos, que podem ser modelados como particulas que interagem por meio de um
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potencial repulsivo que depende da distancia entre as particulas na forma de uma lei
de poténcia [5]. Além dessas possiveis aplicagoes, nés estudamos também o caso de um
potencial em que, a depender do valor da concentracao, as particulas podem estabelecer-se

em diferentes arranjos, como uma rede triangular ou uma rede quadrada, por exemplo.

Para esses sistemas, apresentaremos duas maneiras de descrevé-los, sendo uma forma
discreta, que serd explorada através de simulagoes computacionais, e a outra continua,

que sera abordada por meio de uma descricao baseada na equacao da continuidade.

Este trabalho estd dividido da seguinte maneira. Na Secao 1.2 discutiremos sobre
sistemas amortecidos, que podem ser, por exemplo, vortices em supercondutores do tipo
2 (Secao 1.3), plasmas complexos e coloides (Se¢ao 1.4). A Segao 1.5 trata sobre a
equagao de Langevin utilizada para descrever o nosso sistema de particulas, e a Se¢ao 1.6
descreve alguns trabalhos ja realizados sobre a dinamica de vértices em supercondutores
do tipo 2. No Capitulo 2, apresentaremos os modelos discreto (Segao 2.1) e continuo
(Segao 2.2) que nos permitiram descrever os sistemas fisicos abordados neste trabalho.
Os resultados produzidos a partir das descrigoes discreta e continua serao mostrados
no Capitulo 3. No Capitulo 4 serao apresentadas as nossas conclusoes e perspectivas.
No Apéndice A, apresentamos uma revisao de alguns dos principais conceitos sobre os

métodos computacionais necessarios para o desenvolvimento desta tese.

1.2 Sistemas superamortecidos

Nesta secao, discutimos sobre alguns aspectos de sistemas superamortecidos, sobre-
tudo em que situagao é conveniente descrever sistemas de particulas sob essa abordagem.
Por uma questao de simplicidade, consideremos uma particula imersa em um meio dis-
sipativo a temperatura zero em uma dimensao. O movimento dessa particula pode ser
governado pela equagao

d?z P yde 11
O " m mdr (1)
onde o termo —vy(dx/dt) descreve a forga dissipativa entre o meio e a particula, m é
a massa da particula, e F' representa o somatorio de todas as outras forcas que even-

tualmente atuem sobre ela. Aplicando a transformada de Fourier em ambos os lados,

o dov ikt . 1 o ikt Y > iRkt
[ =g [ peai= 0 [ e -

obtemos
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Figura 1: Esboco de |A(x)|? em fungao de Ink. A forma das curvas é meramente ilustra-
tiva.

onde v(t) = (dz/ dt). Definindo A(k) = (1/m) [*2 Fexp (ikt)dt, e V(k) = [7° vexp (irt)dt,
e utilizando a integracao por partes! para escrever a transformada de Fourier da derivada

de v(t) em fungao de V(k), obtemos a expressao

—iwV (k) = A(k) — %vm). (1.3)
Resolvendo essa equagao para V' (k), obtemos
A(r)
p— 1-4
Vi) = = (14)
e consequentemente
[A(K)[?
VR =% (1.5)
(%) +x

Lembrando que A(k) é a transformada de Fourier da equagao horaria da forca F(t),
é razoavel considerar que as frequéncias presentes estejam associadas a tempos carac-
teristicos do problema fisico. Portanto, frequéncias muito menores que o inverso desses
tempos devem estar pouco representadas nesse espectro. Da mesma forma, o espectro
nao serd intenso em frequéncias muito maiores que o inverso dos tempos caracteristicos.
A Figura 1 mostra um esbogo do espectro de poténcia |A(k)|? para duas possiveis forcas
F(t). No caso 1, o espectro de poténcia vai a zero em um kK., bem menor que 7/m

(k < v/m), portanto podemos considerar que
2 2
(1) + 2 (l> , (1.6)
m m
!Nesse passo, utilizamos a propriedade da transformada de Fourier de derivadas de ordem n de uma

fungao f: F(f™)(k) = (—ik)"F(f)(x). Essa propriedade pode ser demonstrada utilizando a integracio
por partes, juntamente com o fato de que a fungao f e suas derivadas sdo integraveis.
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e a equacao (1.5) pode ser reescrita como

A(r) = %V(n) (baixas frequéncias). (1.7)

Aplicando a transformada inversa, obtemos

F(t) = 70(), (L8)

Essa é a equacao do movimento da particula no limite superamortecido. Fisicamente,
isto significa que se os tempos caracteristicos com que as forgas mudam sao bem menores
que (v/m)~L, os efeitos dissipativos, proporcionais & velocidade, serdo mais importantes
que os efeitos de inércia, proporcionais a aceleracao. E importante salientar que se o
espectro de poténcia |A(k)|? for descrito pela curva 2 da Figura 1, isto é, quando estao
presentes frequéncias mais altas que v/m, a aproximacgao da Eq. (1.6), ndo é mais valida,
e os efeitos inerciais devem ser considerados. Embora essa discussao tenha sido feita para
uma particula em uma dimensao, a generalizacao para N particulas em mais dimensoes

¢é direta.

1.3 Vortices em supercondutores do tipo 2

Existem muitos exemplos de fenomenos fisicos que podem ser modelados por sistemas
dissipativos de particulas repulsivas. Alexei A. Abrikosov mostrou [6] em seu trabalho
que um campo magnético aplicado pode penetrar uma amostra supercondutora na forma
de linhas quantizadas de fluxo magnético chamadas de vortices, que possuem um ntcleo
onde o campo magnético é maximo [7]. Na medida em que nos afastamos do nticleo de
um vértice, o campo magnético decai em um comprimento caracteristico conhecido como

comprimento de penetracao de London.

Em um material supercondutor do tipo 2, a medida que aumenta-se o campo magnético
aplicado, desde que o valor do campo seja inferior a um valor critico (B < B,.;), o material
expulsa as linhas de campo, fenomeno que é conhecido por efeito Meissner (Figura 2)2.
Ao submeter esses materiais a um campo magnético acima da magnitude de B, e abaixo
de um outro valor B, é observado um estado misto, onde uma parte das linhas de campo
penetra a amostra e outra parte é desviada. Acima do campo critico By, as linhas de

fluxo atravessam o material, e o estado supercondutor é destruido.

Quando o material supercondutor se encontra no estado misto, em seu interior pode

2Esta figura esta disponivel em http://www.supraconductivite.fr/
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Figura 2: Diagrama de fase B-T de um supercondutor do tipo 2. Abaixo de um campo
critico B, o material é supercondutor e repele completamente o campo magnético. Entre
B.1 e B, o supercondutor estd em um estado misto, onde os vértices podem ser observa-
dos. No diagrama, T, é a temperatura critica do material supercondutor quando o campo
magnético é desligado. Figura de Frédéric Bouquet e Julien Bobroff.

> T
7.

haver vortices que atravessam o material na dire¢do do campo magnético aplicado [8].
Esses voértices (Figura 3)® podem ser considerados macroscopicamente como particulas
que se repelem entre si através de um potencial de interacao (potencial de London) que é
descrito em termos da funcao de Bessel modificada de segundo tipo (Kj) e que dissipam
energia na medida em que se deslocam [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]. No
limite superamortecido, a equacao do movimento da particula pode ser aproximada por
uma equagao de primeira ordem, Eq. (1.8). Segundo a Referéncia [21], H. Suhl [22] estudou
a relevancia da contribuicao inercial para o caso de vértices de supercondutores, e mostrou
que esta é relevante somente em frequéncias superiores a 102 Hz. Além dos vértices
em supercondutores, outros exemplos interessantes de fenomenos fisicos que podem ser
modelados por sistemas dissipativos de particulas repulsivas sao os plasmas complexos e

as dispersoes coloidais.

1.4 Plasmas complexos e coloides

O termo plasma representa um gas neutro contendo muitas particulas, como fons,
elétrons e néutrons. E provavel que quase toda a matéria presente no universo esteja na
forma de plasma. Na maioria dos casos, o plasma coexiste com particulas (particulas de
poeira) muito pequenas, com dimensao da ordem de micrometros (um), que podem estar
carregadas positiva ou negativamente. A essa mistura de plasma e particulas de poeira,

denominamos o plasma de poeira (ou dusty plasma, em inglés), que também é chamado de

3Esta figura esté disponivel em http://www.unisoku.com/products/SPMSampleImage.html
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Figura 3: Imagem topografica de uma rede triangular de vértices 250 nmx 250 nm em um
supercondutor de NbSe;,.

plasma complexo, pelo fato de que a adicao dessas particulas ao plasma elevam o seu nivel
de complexidade [23]. A Figura 4 mostra um resultado do primeiro artigo cientifico [24]

sobre cristalizacdo em um dusty plasma obtido experimentalmente?.

Quando as particulas de plasma sao deslocadas de suas posicoes de equilibrio, surge
um campo elétrico de modo a restaurar a neutralidade do plasma, realocando as particulas
de volta as suas posicoes originais. Nesse processo, devido a inércia das particulas, elas
ultrapassam suas posi¢oes originais e oscilam continuamente em torno de suas posigoes
de equilibrio. A frequéncia de tais oscilagoes depende de cada tipo de plasma, isto é,
nao sera a mesma para elétrons, ions e graos de poeira, por exemplo, mas dependera da
massa m,, da densidade n, e da carga g, das particulas de plasma. Para um plasma de
elétrons, por exemplo, os elétrons oscilam em torno dos fons com a frequéncia dada por
wpe = /(470,92 /m.) [23], 0 que representa uma frequéncia da ordem de 9 - 10°n,/? Hz,

acima da qual os efeitos de inércia passam a ser relevantes.

4Essa figura foi retirada da referéncia [25].
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Figura 4: Primeiro cristal de plasma obtido (por Thomas et al.). A figura mostra uma
vista de topo da luz do laser refletida por um cristal de plasma de uma camada.

Dispersoes coloidais, ou simplesmente coloides, consistem em particulas mesoscépicas,
com tamanhos tipicamente da ordem entre nanometros (nm) e micrometros (um), que
ficam suspensas em um fluido solvente. Coloides estao presentes em tintas, no leite,
em produtos cosméticos, entre outros [26]. A Figura 5 mostra uma dispersao coloidal
composta por particulas de acrilico (PMMA) imersas em um hidrocarboneto. Nessas
figuras, é possivel observarmos que a disposi¢ao das particulas tende a ser uma estrutura

triangular.

Figura 5: Dispersao coloidal composta por particulas de acrilico (PMMA) imersas em um
hidrocarboneto.

SEsta figura esté disponivel em http://www.mcat .de.
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Uma ilustracao bem simples que mostra algumas diferengas entre coloides e plasmas
complexos ¢é apresentada na Figura 6, que foi adaptada de uma figura da Referéncia [26].
Em ambos os casos, as trajetérias individuais de cada particula podem ser acompanhadas
no tempo e no espago, uma vez que o tempo caracteristico que leva para a particula se
locomover uma distancia da ordem do seu tamanho é da ordem de segundos, permitindo a
utilizagao de técnicas experimentais de microscopia de video. Além disso, nos dois casos,
as particulas podem ser facilmente manipuladas em diferentes formas, o que facilita que
experimentos possam ser realizados no intuito de se investigar processos gerais em liquidos
ou solidos [26, 27, 28, 29]. Essas caracteristicas fazem com que coloides e plasmas com-
plexos sejam ideais para se investigar comportamentos coletivos de sistemas. A interagao
entre as particulas em ambos os casos é geralmente descrita como uma forga repulsiva que
é escrita em fungao do potencial de Yukawa [30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37].

Os estudos da dinamica em sistemas coloidais na presenca de uma forca externa sao
importantes para o desenvolvimento de dispositivos como aqueles empregados no processo
de migragao de particulas sob a influéncia de um campo elétrico (eletroforese), e também
no processo de eletrosmose [7, 38|, por exemplo. Tais dispositivos podem ser utilizados

na separagao de proteinas e também do DNA [7].

particulas de poeira L0pm particulas coloidais Sum
N
plasma _
sqlvgnte
D @ clétrons liquido )
fons > fons
O
gds neutro O
Plasma complexo Dispersao coloidal

Figura 6: Ilustracao esquemética mostrando algumas diferencas entre plasmas complexos
e dispersoes coloidais. A esquerda, as particulas de poeira estao cercadas por um gas
diluido fracamente ionizado. A direita, as particulas coloidais estao no interior de um
solvente contendo ions.

1.5 A equacao de Langevin

Seja uma particula de massa m imersa em um fluido composto de muitas particulas

muito mais leves e menores do que a particula imersa, como ilustra a Figura 7. Devido as
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constantes colisoes aleatdrias que ocorrem a todo instante entre as particulas, o movimento
da particula grande é muito mais lento do que o movimento dos componentes do fluido.

Isto é, em uma mistura composta de particulas suspensas ou dispersas em um liquido, o

e
K Fp'<o %‘@
@/@ <)

Q=0 ot CW
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Figura 7: Ilustragdo de uma particula Browniana de massa m imersa em um fluido com-
posto de particulas muito mais leves e menores do que a particula suspensa.

tempo caracteristico do movimento das moléculas do solvente é consideravelmente dife-
rente do tempo caracteristico do movimento das particulas suspensas. Experimentalmente
falando, ao observar tal sistema fisico, verfamos somente o movimento ativo das moléculas
do solvente em torno da particula suspensa. Desse modo, estes sistemas sao dificeis de
serem tratados numericamente utilizando a forma tradicional do método de Dinamica
Molecular, e portanto diz-se que esse método é claramente nao-realista como uma técnica

de simulacao para esses casos [39].

Uma abordagem que pode ser utilizada para contornar este problema visa analisar as
moléculas do liquido solvente como um meio continuo, em vez de se investigar o movimento
de cada particula do liquido. Nesse caso, a influéncia das moléculas do liquido é incluida
nas equacoes do movimento das particulas suspensas como um termo de forca aleatoria. E
possivel observar esse movimento quando graos de podlen estao suspensos em agua, como
observou o botanico Robert Brown [40] por volta de 1827. Essa abordagem, chamada
de Dinamica Browniana, permite que simulemos o movimento aleatério de particulas
suspensas (particulas Brownianas) que é induzido pelas moléculas do liquido. Se uma
suspensao ¢ significativamente diluida a ponto de que o movimento de cada particula possa
ser considerado independente, o movimento dessas particulas Brownianas é governado pela

equagao de Langevin [39, 41],

mfi_‘t] =F —yv+n(t), (1.9)
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onde v é a velocidade da particula suspensa. O termo —vv representa a forga viscosa que
as particulas experimentam devido ao solvente, onde v é chamado de coeficiente de friccao
e depende da viscosidade do meio®. O termo F representa uma forca externa adicionada
ao sistema, e o termo 1(t) representa o termo de forga aleatéria devido ao movimento das

moléculas de solvente (agitacao térmica), que possui as propriedades

() =0 e (nj(t)) =2vkpTo(t —t') (1.10)

para cada uma das componentes 7;(t) da forca aleatéria. Isto significa que o tempo de
correlacao é praticamente zero, isto é, muito menor do que a escala de tempo fisica.
No movimento Browniano, o tempo de correlacio para a forca é da ordem de 1072 s
(tempo de colisdo molecular). Isso é certamente muito menor do que a escala de tempo
observacional. Portanto, para fins praticos, uma particula Browniana ¢ influenciada por

ruidos brancos [42].

E interessante comentar que a equagao diferencial (1.9) é equivalente a equacao utili-
zada para a corrente (no lugar da velocidade) no caso de um circuito elétrico RL, onde a
massa m passa a ser a indutancia elétrica (L), e o coeficiente y passa a ser equivalente a
razao R/L, onde R é a resisténcia elétrica. No caso elétrico, o andlogo da forga F passa

a ser uma voltagem varidvel devido ao ruido térmico [42].

1.5.1 A equacao de Langevin no limite superamortecido

Em sistemas coloidais, assim como nos outros sistemas mencionados de nosso inte-
resse, a frequéncia de vibracao das particulas é pequena de modo que os efeitos inerciais
(mdv/dt) sejam negligenciados quando comparados & contribuicao viscosa (yv), con-
forme a discussao realizada na Secao 1.2 sobre sistemas superamortecidos. Sendo assim,
podemos negligenciar o termo que contém a derivada na velocidade, isto é, mdv/dt = 0.
de velocidades de cada particula suspensa atinja o equilibrio antes de sua posicao ter
mudado uma distancia comparavel ao seu tamanho. Desse modo, a particula tera sua
velocidade aproximadamente constante no decorrer desse intervalo de tempo (tempo de
relaxacao) [43]. Nessas situagoes, dizemos que as particulas imersas obedecem a uma

dinamica superamortecida e a equagao do movimento para a i-ésima particula se torna

6Para uma particula esférica de didmetro d, temos que v = 3mvd (lei de Stokes), onde v é a viscosidade
do liquido solvente [39].
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1.6 Dinamica de vértices em supercondutores do tipo 2

No intuito de descrever o comportamento desses sistemas, sobretudo a dinamica de
vortices em supercondutores do tipo 2, trabalhos anteriores [9, 44, 1, 2, 45] empregaram
uma aproximagao do tipo CG que tem como finalidade descrever tais sistemas através de
uma funcao p(r,t) que nos fornece a concentragao de particulas em cada ponto do sistema.
Nesse tipo de abordagem, as particulas sao substituidas por uma descricao continua da
densidade, definida como a densidade média de particulas. A vantagem de se fazer uma
abordagem desse tipo é que, a principio, podemos estudar um sistema com um ntmero
suficientemente grande de particulas a ponto de que somente a descricao continua seja
viavel, uma vez que nessa situacao uma simulacao numérica poderia necessitar de um

custo computacional muito elevado.

Assumindo que a concentragao p em torno de uma particula é constante, e desconside-
rando correlacoes particula-particula, poderiamos escrever a energia potencial de interagao

U;n: na regiao em torno da particula como
P
Uit ~ E/dv V(r), (1.12)

onde a integral é feita em todo o volume e V(r) é o potencial repulsivo de interacao
particula-particula. Sendo a integral acima uma constante, entao Uy,; o p. Na Segao (2.2.1),
veremos que a forga de interagao entre as particulas (f;,;) pode ser expressa por f;,; =
—a(p)Vp, onde a(p) é dado pela equagao (2.15),

2
— 25 T,

a(p)

Desse modo, considerando Uy,; dado pela equagao (1.12), temos que a é igual uma cons-
tante, uma vez que nesse caso dUs,/dp = (1/2) [dv V(r) e d*Usy/dp® = 0, isto 6,
fi.e = —aVp. A seguir, comentaremos brevemente sobre alguns aspectos de trabalhos
anteriores que utilizaram modelos continuos similares a abordagem que tratamos aqui,
e que contribuiram enormemente para que nés pudéssemos dar continuidade ao estudo

nesse campo de pesquisa.

1.6.1 Penetracao de fluxo magnético em supercondutores do tipo 2

Zapperi et al. [1] estudaram a dinamica de vértices interagentes em materiais super-

condutores cuja abordagem continua descreve a evolugao da concentragao p por intermédio
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da equacao
dp
dt

onde o termo apVp (a constante) representa a corrente de interacao entre as particulas, e

V - (apVp — pF.) + kzTV?p, (1.13)

F. representa uma forca externa entre as particulas e centros fixadores, que atuam como
uma resisténcia ao movimento dos vértices, enquanto que o tultimo termo estd ligado a
temperatura 7" do meio. Observe que o termo relacionado a forca entre as particulas
insere uma nao-linearidade ao termo difusivo da equacgao, uma vez que o coeficiente de
difusdo (ap) depende da concentragao p. Eles mostraram numericamente que a frente de
penetracao do fluxo magnético, bem como o perfil de densidade dos vértices obedecem a
uma lei de escala. Os resultados obtidos que mostram o colapso das curvas para a frente

de penetragao e para o perfil de concentracao sao apresentados na Figura 8.
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Figura 8: (a) Posi¢do média da frente de penetragdo em funcao do tempo; (b) Perfis
de densidade para diferentes valores de fy. Os painéis internos dos graficos mostram os
colapsos das curvas obtidas para diferentes valores de fy, que esta relacionado a inten-
sidade da forca externa. Essas figuras foram extraidas dos resultados de simulacao da
Referéncia [1].

1.6.2 Confinamento de vortices de supercondutores do tipo 2 em
uma regiao com temperatura

Andrade et al. [44, 2] realizaram o estudo de particulas que modelam o movimento
de vértices em supercondutores do tipo 2 em um meio superamortecido. Em meio aos
muitos aspectos abordados nesse trabalho, existe um em especial que se assemelha muito

com o que pretendemos estudar aqui: o perfil de concentracao das particulas no estado
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estacionario, cuja descrigao continua é dada por [44]

op(z,t) 0 [ op
L vl T
x

82
+ k:cp} + kBTa—; (1.14)

ot ox

Nesse sistema, as particulas, além de interagirem entre si, sofrem a acao de uma forca
externa harmonica do tipo —kx que confina as particulas na direcao do centro da célula
de simulagao. Considerando a situagao onde kT < a (baixas temperaturas), a equagao

diferencial acima pode ser reescrita como

op(z,t) 0 p
o = 52 %5 + kxp|, (1.15)
e, no estado estacionario, se torna
0 dp

o que significa que o termo entre colchetes deve ser uma constante relacionada a corrente
de particulas. Uma vez que nao ha fluxo de particulas atravessando as bordas do sistema,

essa constante é igual a 0, e portanto temos que

/adp: —k:/xdx. (1.17)

Resolvendo essas integrais, pode-se encontrar o perfil de concentragao p(x) no estado
estacionario,
k

plx) = o (ze® —2%) || <z, (1.18)

onde z, pode ser obtido por uma condi¢cao de normalizagao [2]. O perfil de densidade
obtido para este caso esta apresentado na Figura 9. Observe que o perfil de densidade
assume, necessariamente, a forma do potencial externo, que no caso é parabdlico. Isto
acontece porque a é um termo constante na equacao a ser integrada, Eq. (1.17). Para
obter a curva tedrica (representada pela linha sélida da figura), é necessario o auxilio de
um ajuste parabdlico de modo a encontrar o valor de a que se ajuste melhor ao conjunto
de pontos oriundos da simulagao computacional. Além disso, neste modelo, o valor tedrico

de a é dado por [44]
1

= —5//rdrd0 r-VV(r), (1.19)

em que V(r) é o potencial de interacdo entre as particulas. Para o caso de interagao entre
vortices de supercondutores do tipo 2, temos que —VV(r) = K;(r)f, onde K;(r) é a
fungao modificada de Bessel de segundo tipo. Substituindo na equagao (1.19), encontra-

mos que a = 2.
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Para este caso de temperatura nula, foi observado que o perfil de densidade assume a

forma de uma ¢-Gaussiana,
Gy(z) ~ [1 =81 —q)a®] ™7, (1.20)

que para g = 0 é equivalente a uma parabola.
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Figura 9: Comparacao entre o perfil de densidade de particulas no estado estacionario
obtido por meio de simulagao (simbolos) e o resultado tedrico (linhas sélidas) na situagao
de temperatura nula (7" = 0). A curva foi obtida com o auxilio de um ajuste dos dados
numéricos, que indicou o valor do pardmetro a = 4,82. Figura retirada da Referéncia [2].
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Além disso, eles também estudaram o comportamento do perfil de concentragao no
estado estaciondrio para o regime de T # 0. Para estes casos, foi observado que para
baixas temperaturas (kg1 < a), o perfil de concentragao é descrito por uma g-Gaussiana
com ¢ = 0, e que para altas temperaturas (kgT > a), o perfil de densidade assume
a forma de uma Gaussiana, como mostram os resultados da Figura 10. Entretanto, é
importante frisar que, neste tltimo caso, sendo a temperatura maior que a temperatura

critica, o estado supercondutor ¢ destruido.
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Figura 10: Comparagao entre o perfil de densidade de particulas no estado estacionério ob-
tido por meio de simulac@o (simbolos) e o resultado teérico (linhas sélidas). O parametro
das curvas representadas pelas linhas solidas foi o mesmo obtido no ajuste do perfil de
densidade da Figura 9 (T' = 0). Figura retirada da Referéncia [2].

Para ambos os casos (T'= 0 e T # 0), as curvas tedricas foram obtidas com o auxilio de
um ajuste dos dados numéricos, que indicou o valor do parametro a = 4,82, que representa
um erro relativo de aproximadamente 23,3%. Este valor de a foi o mesmo utilizado para
todas as curvas das Figuras 9 e 10. Adicionalmente ao estudo do perfil de concentragao
no estado estacionario, o trabalho também aborda dois regimes de difusao associados aos

regimes de baixa temperatura (difusdo anémala) e alta temperatura (difusdo normal).
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2 Modelos

Neste capitulo, apresentamos duas formas diferentes de analisar os sistemas fisicos
que desejamos estudar, e as relacionamos de forma que uma possa dar uma contribuicao
a outra. Na primeira abordagem, tratamos o sistema de forma discreta, isto é, estuda-
mos o movimento de cada particula constituinte do sistema, baseando-se na equacao de
Langevin no limite superamortecido. Na segunda, tratamos o sistema de forma continua,
ou seja, estudamos o sistema sem nos preocuparmos com a dinamica individual de cada
particula, mas com um comportamento médio de todo o sistema, baseando-se na equagao
da continuidade, que descreve a evolucao temporal da densidade média de particulas do

sistema.

2.1 Modelo discreto

O objetivo do modelo discreto é proporcionar a descricao de um sistema de N particulas
interagentes imersas em um meio dissipativo, utilizando o método de Dinamica Molecu-
lar para realizar as simulagoes. As particulas interagem entre si através de uma forca

repulsiva e de curto alcance, além de estarem submetidas a uma forga externa.

Uma descrigao discreta para tais sistemas de particulas interagentes é matematica-

mente expressa pela equacao de Langevin no limite superamortecido,
YV, = Z Fij + Z Fe + Q’YkiBT'nl(t), (21)
7 e

onde v; é a velocidade da particula . O primeiro somatorio leva em conta a interacao
particula-particula, sendo entao igual & forca resultante interna F! , sobre a i-ésima
particula, Fi , = > ;Fij. O segundo somatorio leva em conta todas as possiveis in-
fluéncias externas ao sistema, como a acao de um campo elétrico ou gravitacional, por
exemplo. Sendo assim, essa contribuigao é a forca resultante externa F?, sobre a i-ésima

particula, F , = > F.. Como mencionado na Segao 1.5, o termo 7v; representa a forca



35

dissipativa de arraste devido ao meio em que as particulas se encontram imersas (lei de
Stokes), e o termo dependente de 7);(t) leva em conta uma flutuagdo térmica (ruido), e

também depende da temperatura 7' do meio onde as particulas se encontram imersas.

A Figura 11 mostra um exemplo de um resultado no estado estaciondrio para as
posigoes x e y de um sistema bidimensional obtidas por meio da solugao numérica (Dinamica
Molecular) das equagoes (3.20) com T" = 0 para cada particula, onde estd presente uma

forca de confinamento na direcao z, dada por F! , = —kx;, onde k é constante. Além

ext
disso, neste exemplo, as particulas interagem entre si através de uma forca derivada do
potencial de London, que modela a interacao macroscopica entre vortices de supercondu-
tores do tipo 2. Essa forga tem um curto alcance definido pelo raio de corte (r.). Isto
significa que, ao redor de uma particula qualquer, s6 é contabilizada a interagao com as

outras particulas que estao a uma distancia de até r. da primeira.
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Figura 11: Configuracao de particulas no estado estacionario. As particulas interagem
entre si através do potencial de London, além de serem atraidas para a regiao de x = 0
por meio de uma forca de confinamento do tipo —kz. O painel interno da figura mostra
como a variacao da densidade é localmente muito pequena dentro do raio de interacao
(re) da forca de interagao.
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Note que o confinamento provoca a formacao de um gradiente de densidade, onde a
densidade atinge o valor maximo na regiao em torno de x = 0. Embora exista esse gradi-
ente de concentragao na configuracao de particulas, podemos considerar que a densidade
varia muito lentamente dentro do raio de interacao da forga, como se pode observar no
painel interno da figura. Note ainda que, apesar de existir um confinamento, as particulas
se estabelecem em uma estrutura organizada, porém nao-homogénea. Isto ocorre devido
a forma da interacao entre elas. Neste exemplo, onde foi utilizado o potencial de in-
teragdo de London, as particulas se organizariam em uma rede triangular (configuragao
de concentracao constante) se nao existisse a forga de confinamento. Desse modo, obser-
vamos nessa figura os efeitos de cada forca: o efeito do gradiente de concentragao, causado
pela forga externa, e o efeito de organizacao entre as particulas, causado pela forca de
interacao repulsiva de curto alcance que depende do potencial de London. A partir da
configuragao de posicgoes de cada particula, podemos utilizar um método nao-paramétrico
(Kernel Density Estimation ou KDE) [46] que nos permite obter a densidade como uma
funcao da posicao a partir das posicoes x; de cada uma das N particulas que compoe o

sistema.
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2.2 Modelo continuo

Para estudar o comportamento de sistemas superamortecidos, podemos utilizar uma
abordagem visando a descri¢ao do sistema através de uma fungao continua p(r,t) que
fornece em um instante de tempo t a concentracao média de particulas em cada posicao
r do sistema. Essa abordagem tem uma grande vantagem, pois ela permite que descre-
vamos um sistema com um numero de particulas grande o suficiente ao ponto de que
um experimento computacional seja impraticavel. Uma vez que o niimero de particulas é
conservado, podemos partir da equagao da continuidade,

Op(r, )
ot

onde J = pv e as velocidades das particulas agora sao representadas pelo campo vetorial
v(r), que deve ser proporcional ao campo de forca total f; (f; = yv) que atua sobre uma
particula nas proximidades de r. Sendo f;,; e f.,; as contribuicoes interna e externa do
campo de forca f;, respectivamente, temos que f; = f;,; + fo... E importante salientar
uma sutil diferenca entre F; da equagao (1.11) e f;. Enquanto que a primeira é a forga
resultante sobre uma particula (associada a descrigao discreta) do sistema, a segunda
é uma forma continua, ou seja, é o campo de forca que atua em uma particula que se
encontra nas proximidades de r devido a outras particulas, f;,;, e as forcas externas, f..;.
Reescrevendo a equagao da continuidade, temos que

dp

75 =-V. (pfl) =-V. [p(fea:t + fint)]' (23)

O campo da for¢a externa, f.,;(r), é dado simplesmente em func¢ao do potencial ex-

terno, ou seja,

fort(r) = —VU.u(r), (2.4)

uma vez que s6 deve depender da posicao onde se encontram as particulas. Para o
campo da forca de interacao, podemos supor que este deva depender da concentracao de

particulas, bem como de seu gradiente, isto é, f;,,; = fi,.:(p, Vp).

Devido a presenca de forcas externas, ou fora do estado de equilibrio mecéanico,
particulas repulsivas podem formar configuragoes nao-homogéneas, como pudemos ob-
servar na Figura 11. Desse modo, podemos esperar que a energia U; de uma particula
dependa da concentracao de particulas e de suas derivadas. Analogamente a forca fi,
podemos expressar Uy = Ujpy + Ueyy, onde Uy € Ugyy sa0 as contribuicoes das energias

provenientes das forcas de interacao e das forgas externas, respectivamente, para uma
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particula que se encontra no meio continuo. Nas condi¢oes em que a forca de interacao
tem um raio de alcance finito, e onde Vp varia muito lentamente, o suficiente para ser
considerado constante dentro do raio de atuacao da forga, podemos considerar a expansao
da concentracao p até primeira ordem, ou seja, p(r,t) = p(0,t) + r- Vp(r,t)|[r=0. Além
disso, para potenciais repulsivos, o estado de minima energia é sempre um estado de con-
centragao constante. Portanto, qualquer contribuicao de Vp na energia Uy, deve ser de
segunda ordem, uma vez que a forga resultante (contribui¢ao de primeira ordem em Ujy,;)
em um estado de concentragao constante é nula. Desse modo, podemos expressar que
Uint = Uine(p) em primeira ordem. A energia U,,;, por outro lado, sé depende da posi¢ao
nos casos de nosso interesse (Uezt = Uzt (1)), onde geralmente a forga externa é uma forga

de confinamento parabdlico, isto é, U.,; = kx?/2. Desse modo, podemos escrever

Ur = Ui(p,r) = Usni(p) + Uear(r). (2.5)

2.2.1 A funcao a(p)

Em nossa descricao continua, tomemos uma regiao dv do espaco que contém um
numero de particulas dado por pdv. Sendo assim, a energia potencial total Ur é dada

pela integral

Ur = /dv pUi(p,1). (2.6)
Derivando essa expressao com respeito ao tempo, temos que
dUT (9p aUl
— = [ dv - (U — . 2.7
at /UU8t<1+p8p (2.7)

Utilizando a equagao da continuidade, dp/0t = —V - J, temos que

dUT . ale

Utilizando a identidade W(V - J) = V - (WJ) — J - VW, onde W cumpre o papel do

termo que esta entre parénteses, a equacao anterior pode ser reescrita como

dUT_ 8U1 ale
?_/vdvv KUlerap)J]Jr/yva V(U1+Pap>- (2.9)

Pelo teorema de Gauss, a primeira integral representa o fluxo de energia que atravessa as
bordas do sistema. Uma vez que nao ha fluxo de corrente de particulas J atravessando a
borda do sistema, essa contribuicao é nula, o que resulta em

dUT - 8le
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Por outro lado, a poténcia dissipada pela forga total (Pr) é dada pelo negativo da variagao

da energia potencial total, isto é, Pr = ). F; - v; = —dUr/ dt, que na forma continua é
escrita como
dU-
_T:—/dvpv~f1:—/va-f1. (2.11)
dt v v
Comparando as equagdes (2.10) e (2.11), verificamos que
oU;
fi=-V (U +p— ), 2.12
1 < 1T p ap ) ( )
uma vez que a integral é feita em um volume arbitrario. Uma vez que f; = f;,,; + f..s €
Ui = Uspt + Ueye, temos que
oU;y, U,y
fint - VUext - _V Uint + Uemt + 1Y ! + P . ) (213)
dp dp

onde utilizamos a equagao (2.4). Sendo Uiy = Uini(p), Uext = Uei(r) € OUeri/Op = 0,

dUint dzUint
fi=—12 i 2.14

Definindo a(p) como sendo a razao entre os médulos da forca interna e do gradiente de

chegamos a

concentracgao, isto é,

_ 2dUmt + dQUint

2.1
temos que f;,,; = —a(p)Vp, e a equagao da continuidade, Eq. (2.3), fica expressa na forma
dp(r,t
B (e~ al) V). (2.16)

E interessante notar que, na auséncia de forgas externas (fe.: = 0), a equagao (2.16) é
uma equagao de difusao,

Op(r,t)
ot

=V [D,(p, r)Vp(r, t)] ) (2'17)

sendo o coeficiente de difusao D’ da equagdo (2.17) neste caso igual a a(p)p/~. Portanto,
nesta circunstancia, temos uma equacao de difusao nao-linear, uma vez que o coeficiente
de difusao nao é constante. A depender de como se comporte com relacao a concentracao,
a fungao a(p) pode exercer um papel de introduzir mais nao-linearidades a equagao que

governa o modelo continuo, Eq. (2.16).

No Capitulo 1, foi comentado brevemente sobre a aproximacao de que a energia de

interagao seja dada por Uy, &~ (p/2) [ dv V(r), ou, mais explicitamente,

Q oo
Uit =~ g/dfu V(r)= pTD/ dr TD’1V(7“), (2.18)
v 0
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onde V' (r) é o potencial repulsivo de interagao particula-particula e D é a dimensionalidade
do sistema. Em duas dimensdes (D = 2), {2y = 27 é o angulo compreendido por uma
circunferéncia, enquanto que em trés dimensoes (D = 3) Q3 = 47 é o angulo sélido de

uma esfera. Substituindo essa aproximacao na equagao (2.14), temos que

fie =~ —Vp QD/ dr r?=1V (r), (2.19)
0

que estd de acordo com a forma proposta em [1] para um sistema bidimensional. Isto
é, substituindo V'(r) pelo potencial de London, V(r) ~ Ky(r) e D = 2, temos que
fie = —2mV p. Nesse caso, a integral presente na equagao (2.19) é igual a uma constante
e, consequentemente, a fungdo a(p) também é constante, isto é, f,, = —aVp. Esse
resultado, no entanto, pode levar a uma consequéncia nao-fisica devido a omissao de
correlagoes particula-particula. Mostraremos a seguir que o resultado da equagao (2.19)

¢ uma boa aproximagao somente em algumas condigoes.

Para estudar os efeitos de correlacoes locais em uma situagdo que gere uma con-
sequéncia imprevista fisicamente, podemos estudar, por exemplo, interagoes que sao es-

critas na forma de uma lei de poténcia, ou seja,

Va(r) = ¢ (—) - (2.20)

Se A é grande o suficiente (A > D), a forga é dita de curto alcance, mas a integral
presente em (2.19) diverge em r — 0. Essa divergéncia ocorre porque consideramos que o
meio é continuo, e, nesse caso, as particulas estao muito proximas umas das outras. Nao
é provavel, entretanto, que duas particulas repulsivas em um meio dissipativo colidam,
entao podemos dizer que essa divergéncia, que é provocada quando r se aproxima de zero,
nao ¢ esperada. Portanto, dizemos que negligenciar que uma particula possa ter uma
distancia minima de separacao entre as particulas que a cercam significa que estariamos
desconsiderando efeitos de correlagoes locais (ou correlagoes particula-particula). Uma
maneira qualitativa de levar esses efeitos em consideragao seria simplesmente trocar o
limite inferior da integral em (2.19) por um valor r, (r, # 0), que deve se tornar menor
1

quanto maior for a concentracao, isto é, r, = ap~D. Utilizando esse limite inferior

em (2.19), juntamente com o potencial V) (r), encontramos que

eotal > A

ax(p) = Qp

isto é, a razao entre os médulos da forga interna e do gradiente de concentragao, |£;,.:|/|V pl,

¢é necessariamente uma funcao da densidade e, portanto, nao é mais uma constante para
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todo valor de p. Apesar de ser somente uma discussao qualitativa, essa correcao deixa
claro que correlacoes particula-particula afetam a forca resultante, e também indica que
um modelo continuo precisa levar em conta esses efeitos substituindo o parametro a por
uma fungao, a(p). E interessante perceber ainda que na medida em que a densidade
aumenta (p — oo) o valor de r, vai se aproximando cada vez mais de zero (r, — 0), e
consequentemente a correcao vai ficando cada vez menos importante. Por isso, podemos
imaginar que, para sistemas muito diluidos, a dependéncia da fung¢ao a(p) com respeito a
p seja mais relevante do que para sistemas muito densos. Em outras palavras, podemos
esperar que os efeitos de correlacao local se tornem menos pronunciados nos casos em que
o sistema tenha uma concentracao tendendo ao infinito, onde a distancia de separacao

entre as particulas se torne suficientemente pequena.

Nesse trabalho, nosso objetivo principal é resolver a equagao que descreve o sistema
de forma continua, isto é,

dp
V5 =~V [ (fer —alp) Vo)l (2.22)
No estado estaciondrio, o lado esquerdo da equacao acima é nulo. Uma vez que a(p) é
dado pela equacao (2.15), que s6 depende de Uy, (p), precisamos obter a energia potencial
de interagao, Uy, encontrar a(p) e posteriormente resolver a equacao (2.22) no estado

estaciondrio.

2.2.2 Calculo da energia potencial de interacao

Por causa do meio dissipativo, as particulas tendem a formar estruturas de minima
energia. O estado de minima energia pode depender da forma da interacao e da densidade
de particulas. Porém, para interacoes repulsivas, esse estado deve possuir uma concen-
tragao constante (Vp = 0), cuja configuracao é de uma rede regular. Em duas dimensoes,
para a maioria dos potenciais de interacao de interesse, as particulas se apresentam em
uma rede triangular (também chamada de rede de Abrikosov) no estado de menor energia.
Em trés dimensoes, para o caso de interagoes em plasmas complexos ou coloides, que po-
dem ser modeladas pelo potencial de Yukawa, as particulas podem se estabelecer em uma
rede hexagonal de empacotamento compacto (hep, do inglés Hexagonal Close-Packed) no
estado de menor energia. Desse modo, podemos, de forma aproximada, utilizar a estru-
tura da rede assumida pelas particulas no estado de concentracao constante para calcular

a energia U;,;, dada por
1
Uint(p) = B ; Vi(ry), (2.23)
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onde V (r) é o potencial de interagao.

Figura 12: Tlustracao do procedimento utilizado para calcular U;,;. A rede utilizada
depende do potencial de interagao, e, portanto, nao é necessariamente quadrada (essa
representagao quadrada foi escolhida para fins diddticos). Na figura, ¢ é o parametro de
rede, que controla a densidade, r. é o raio de atuacao da forga de interacao, e v é um
vértice qualquer da rede.

A Figura 12 ilustra de que maneira o calculo de Uy, é realizado. O somatoério da
equagao (2.23) é realizado sobre todos os vértices v de uma dada rede cristalina uniforme
que estao a uma dada distancia r, de um ponto de referéncia da rede (circulo central da
figura), desde que os pontos da rede estejam dentro do raio de interagao da forca, isto é,
r, < r.. Como essa interacao é calculada duas vezes para cada par de vértices da rede,
é necessario dividir o resultado por 2. As dependéncias em relagdo a concentracao p e ao
parametro da rede ¢ estao implicitas nas posi¢oes r,. Com o objetivo de calcular a(p),

Eq. (2.15), precisamos calcular a derivada de Uy, com relagao a p, ou seja,

dUznt B Z dV T'U ' (224)

v

E de se esperar que o parametro de rede ¢ dependa da densidade como £ ~ p~ P o que
implica em d¢/ dp = —¢/(Dp). A posicao r, do vértice, por sua vez, deve ser proporcional
ao parametro de rede. Sendo r, o ¢, temos que dr,/d¢ = r,/l. Desse modo, a equagao

anterior se torna

dUlnt . Z dV Tv drv d/

2.2
dr, df dp (2:25)

Observando que a primeira derivada é igual ao negativo da forca de interacao, isto é,

f(r) = —dV/dr, e substituindo as demais derivadas, encontramos

dUmt
= 2.2
& =3 Dp Zf (2.26)
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Derivando novamente a equagao (2.26) em relagao a p, encontramos

42U, df(r,)drydf 1 dr, df
_ I L NSl 997
a2 2Dp QZ” " 2D Z dr, Al dp sz;f(T)cw 1, (220

Substituindo as derivadas, temos

d2U;p 1 9
= — . 2.2
a7 Z 0 = 3prs Z [ f'(r) = f(ro)ra] (2.28)
Agrupando os termos, chegamos a
d*U;, 1
dp2 f = _W er [(D + 1>f<rv> + rvf,<rv)] . (2'29)

Utilizando as equagoes (2.26) e (2.29) e substituindo na expressao para a(p), Eq. (2.15),
encontramos finalmente a expressao

1

a(p) = 3072 Yo rl(D=1)f(r) = rof'(r)]. (2.30)

v

A equagao (2.30) nos permite encontrar a forga interna f;,,; = —a(p)Vp sobre uma
particula cuja concentracao ao seu redor é p, e cujo gradiente de concentragao local é
Vp. Como podemos ver, o somatorio que aparece leva em consideragao todos os vértices
de uma rede homogénea de densidade p, e inclui termos proporcionais a forca f e sua de-
rivada, f' = df/dr. Para a maioria dos potenciais de interagdo que vamos utilizar, essa
soma nao pode ser analiticamente determinada. Entretanto, tendo informagdes sobre a
rede homogénea e a forma da interagdo, podemos utilizar a equagao (2.30) para obter

numericamente a(p) para qualquer valor de concentragao.

Para obter a concentragao em fungao da posicao no estado estacionario, precisamos

resolver a equacao da segunda lei de Newton no equilibrio, ou seja,
fine + fore = 0. (2.31)
Pelo que vimos acima, essa equacao é equivalente a
—a(p)Vp —VU, = 0. (2.32)

Se X, é a direc@o do gradiente de concentragao (Vp = d—dx&gkg), temos que

dp A aUextA B
~alo) 1%, Z - (2.33)
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0 que resulta em
(p) 4 f (2.34)
a(p)— = feut- .
P d, t

Integrando em ambos os lados, podemos obter a concentragao,
p T
[ a@rap = [ uda, (2.35)
Po 0

onde p, = p(x = 0). Se soubermos a forma analitica de a(p), podemos obter p(z)
analiticamente a partir da equacao acima. Caso contrario, podemos obter o perfil de
densidades de forma numérica. De ambas as formas, sendo N o ntmero de particulas,
podemos obter uma curva para a concentracao de particulas em fungao da posicao, através

do vinculo
/pdv =N (2.36)

e comparar com os resultados de simulacao.
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3 Resultados

Neste capitulo, apresentamos os resultados de simulagdo (modelo discreto), compa-
rando com os resultados do modelo continuo, com o intuito de mostrar a validade do nosso

modelo.

Nos casos em que nao ha flutuagoes térmicas (7' = 0), estudamos sistemas bidimensi-
onais (D = 2) e tridimensionais (D = 3). Para D = 2, estudamos o caso de particulas que
modelam o movimento de vértices de supercondutores do tipo 2 (potencial de London),
bem como particulas que interagem seguindo o potencial de interacao de lei de poténcia,
Vi(r). E para D = 3, estudamos o caso de particulas que modelam o movimento de

plasmas complexos e coloides (potencial de Yukawa).

Na Secao 3.2, apresentamos os resultados para os estudos que fizemos para sistemas de
particulas imersos em meios com T' # 0 utilizando os métodos de Monte Carlo e Dinamica

Molecular.

3.1 Estudos com temperatura T = 0

A Figura 13 mostra a funcao a(p), calculada numericamente a partir da equagao (2.30),
para dois sistemas: coloides (potencial de Yukawa) e vortices em supercondutores do
tipo 2 (potencial de London em duas dimensoes), sendo o primeiro calculado em trés
dimensdes (D = 3), a partir de uma rede hexagonal de empacotamento compacto (hcp),

e o segundo calculado em duas dimensoes (D = 2) a partir de uma rede triangular.
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Figura 13: A fungao a(p) = |fit|/|Vp| é determinada através da equagao (2.30). Dois
sistemas sao investigados: coloides, que interagem através do potencial de Yukawa,
Vy = eoexp(—r/o)/r, formando redes hcp em trés dimensoes; enquanto o potencial de in-
teracao de vértices é modelado pelo potencial de London, Vs = €K (r /o), formando redes
triangulares (rede de Abrikosov). Como indicado pelas linhas tracejadas, para altas con-
centracoes, p > o~ as curvas convergem para os valores previstos pela equagao (2.19),
a = 4meo® e a = 2weo?, para sistemas em trés e em duas dimensoes, respectivamente. A
concentracao p estd expressa em unidades de 0= enquanto a(p) é expresso em unidades

de eoP.

Para densidades grandes (p > o~P) vemos que a funcio satura nos mesmos valores
previstos pela aproximagao sem correlagiao, Eq. (2.19), isto é, a = 4no® e a = 2wo?
para o caso de coloides e vértices, respectivamente. Entretanto, para densidades menores,
as correlacoes particula-particula se tornam mais importantes e a(p) deixa de ser uma

constante.

E importante comentar sobre a fun¢ao a(p) para o caso onde o potencial que descreve
a interacao entre as particulas é dado por uma lei de poténcia, V) (r), onde A é o expoente
do potencial. Nesse caso, como veremos um pouco mais adiante, a fun¢ao a,(p) também

! em duas dimensoes,

_ - . . A_
varia com a concentracao como uma lei de poténcia, ay(p) o p2

e, portanto, nao satura para nenhum valor de densidade. Desse modo, para esse tipo de
interacao, podemos esperar que a nossa abordagem continua seja igualmente relevante

para qualquer regiao de densidade.

3.1.1 Casos bidimensionais (D = 2)

Nessa secao, apresentamos os resultados para os casos bidimensionais em que a in-

teragao ¢ escrita em termos de uma lei de poténcia e também para o caso do potencial de
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London, que modela interagao entre vértices de supercondutores do tipo 2. Em ambos os
casos, além da forca de interacao particula-particula, existe uma forca externa que confina
as particulas por meio de uma forca externa igual a f.,; = —kx;, sendo x; a coordenada

x da particula 7.

3.1.1.1 Potencial de London

Em supercondutores do tipo 2, o fluxo magnético é confinado em pequenas regices do
material supercondutor, onde cada regiao é um vértice de supercorrentes. Uma vez que os
vortices atravessam o material na direcao do campo magnético aplicado, podemos dizer
que esse sistema é quasi-2d. Os vértices dissipam energia ao se deslocarem, e interagem
entre si através de um potencial que pode ser modelado pela fungao de Bessel modificada
de segundo tipo [14, 15, 16, 17],

Vs(r) = eK,y (£> : (3.1)

o

também chamado de potencial de London [8]. O estado de menor energia desse sistema é
uma rede triangular, também chamada de rede de Abrikosov, em homenagem ao primeiro
a pensar que uma rede periddica triangular poderia minimizar a energia livre de alguns

supercondutores [6].

Para esse potencial, simulamos um sistema com N = 800 particulas em um sistema
bidimensional, confinadas na diregdo = por um potencial externo Uy (x) = kx?/2, e com
condigoes peridédicas de contorno na direcao y. Apods o equilibrio mecanico, a simulagao
¢ finalizada, e podemos comparar os resultados da simulacao com a previsao do modelo

continuo.

No estado estacionario, a equacao diferencial a ser resolvida se resume a

dp

fe:ct = a<p)d_l" (32)

uma vez que o problema tem simetria na direcao y e, portanto, no estado estacionario

temos p = p(x). Utilizando que f.,; = —kz, temos que
p T
/ dp' a(p) = —k/ da’ o, (3.3)
0 0

onde p, = p(z = 0). Se considerarmos que a(p) é uma constante, a(p) = a, podemos

integrar em ambos os lados, obtendo
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p(z) = po [1 - (5)1 , (3.4)

onde definimos x.? = 2ap,/k. Utilizando a condi¢ao de normalizagao, ff; p(x)dx = n,
onde n = N/L,, encontramos a relacao

9kn?
a= .
32p,°

(3.5)

Desse modo, a solugdo que considera a(p) constante, Eq. (3.4), se torna

o(z) = o [1 - (4;’;‘”)2] | (3.6)

Observe que, uma vez conhecido o parametro p,, a solugdo (3.6) fica completamente

determinada. Para encontrar a solugao, devemos fazer um ajuste nao-linear e encontrar
o valor do parametro p, da parabola a partir dos resultados de cada simulacao. Uma
das desvantagens dessa maneira é que é necessario fazer um ajuste para cada curva de
simulacao. Os resultados provenientes desses ajustes estao apresentados na Figura 14.
A Figura 14 mostra os resultados de simulagao (simbolos) juntamente com as previsoes

(curvas tracejadas) dadas pela equagao (3.6).
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Figura 14: Perfis de densidade no estado estacionario obtidos pela simulacao (simbolos)
para a interagao de voértices, que é modelada por Ky(r). As simulagoes foram realizadas
usando N = 800 particulas, L, = 200 e para quatro valores diferentes de k. As curvas
tracejadas representam ajustes parabdélicos de acordo com a equagao (3.6). A concentragao

p estd expressa em unidades de 072, enquanto que a constante k é escrita em unidades de

50'72 e emao.

Pela figura, podemos observar que as curvas tracejadas se ajustam melhor aos re-
sultados de simulagao para as curvas com os maiores valores de densidade (no caso da
Figura 14, também os maiores valores de k). E importante nao esquecer que essas curvas
foram obtidas a partir da aproximagao de que a(p) = a. Consistentemente com o que foi
apresentado na curva de a(p) da Figura 13, quando a densidade é grande o suficiente, a(p)
satura em uma constante, que para o potencial de London em duas dimensoes é dado por

a = 2.
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Utilizando agora o nosso modelo continuo, que leva em conta a variacao da funcao a

com a concentragao, resolvemos numericamente a equagao

p T
/ dp' a(p) = —k:/ da’ 2/ (3.7)
Po 0

e obtivemos o perfil de concentragao p(z) no estado estacionario. Os resultados da previsao
do modelo continuo sao apresentados na Figura 15 para os mesmos resultados de simulacao
da Figura 14.

05 ' ' I L L L L
04_ /7N k:1X10_3_—

p 03_— /'I' \‘\ k=1X10_4__
021 A jesssen ™ 4 f=5x107
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01 ,/:I | " \‘ \ \\\\
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Figura 15: Perfis de densidade no estado estaciondrio obtidos pela simulagao (simbolos)
para a interagao de vértices, que é modelada por Vg(r). As simulagoes foram realizadas
usando N = 800 particulas, L, = 200 e para quatro valores diferentes de k. As curvas
tracejadas representam as previsoes do modelo continuo. A concentragao p esta expressa
em unidades de 072, enquanto que a constante k é escrita em unidades de ec~2 e x em 0.

A partir das Figuras 14 e 15, podemos observar que os resultados do nosso modelo
continuo (Figura 15) parecem mais coerentes com os resultados de simulagao, sobretudo
nos casos em que a densidade é pequena e os efeitos de correlagao local sao mais pronun-
ciados, como no caso em que k = 5-10"%co~2, por exemplo. Entretanto, para os casos de
densidade alta, como é o caso em que k = 1107302, por exemplo, vemos que o modelo
em que a é constante, previsto por [1, 44, 2], é uma aproximacao muito boa. No entanto, é
importante frisar que para cada curva é preciso fazer um ajuste e obter um valor diferente
para o parametro a. Para quantificar essa andlise, construimos a Tabela 1, que apresenta,
para cada valor de k utilizado na simulagao, o valor de ay; calculado a partir do ajuste do

parametro p,, juntamente com a equagao (3.5). Na Tabela 1, apresentamos o erro relativo
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k ayri | Erro relativo
21073 | 4,94 21,38%
-107% | 4,67 25,67%
-107* | 4,03 35,86%
-1075 | 3,73 40,64%

Ot = Ot =

Tabela 1: Valores de ay; utilizados na Figura 15 para cada valor de k utilizado. O erro
relativo foi calculado utilizando o valor tedrico previsto anteriormente, a;., = 27.

ao valor tedrico de a previsto anteriormente, a = 27. Como podemos observar, a medida
que o sistema ¢é submetido a confinamentos mais fracos, a concentragao de particulas

diminui e, consequentemente, a descricao que considera a = 27 torna-se menos precisa.

E interessante comentar, ainda, que estudar altas concentragoes para o caso de vértices
em supercondutores do tipo 2 pode apresentar uma dificuldade pratica, uma vez que o
campo magnético critico impoe uma restricdo na concentracao maxima de vértices [8],

tornando ainda mais relevante o estudo da regiao de baixas concentracoes para esse caso.

3.1.1.2 Potencial de lei de poténcia (V,)

No caso de um sistema bidimensional (D = 2) que interage através de um potencial do
tipo lei de poténcia, V() = ea*r~*, o sistema se estabelece em uma rede triangular, cujo
parametro de rede ¢ é dado por £ = 21/2/(31/4p1/2). Nesse caso, a funcio a(p) calculada
em (2.30) pode ser escrita como

A_
ax(p) = p>~"

v

32(2;?5& 3 (;)A] ‘ (3.8)

Lembrando que r, é a distancia de uma particula até o vértice da rede, é interessante
notar que, uma vez que essa distancia é proporcional ao parametro de rede ¢, r, < £, o
somatério acima independe de p. Portanto, a equagao (3.8) é consistente com a previsao
qualitativa (2.21), ou seja, a func¢do ay(p) depende da densidade na forma de uma lei de
poténcia com expoente igual a \/2—1 em duas dimensoes. Nossa hipdtese é que, de modo
\D-1)

geral, em D dimensoes o expoente seja igual a A\/D — 1 [a\(p) x p , isto é,

32(2;2&& > <§)A] 7 (3.9)

v

A
A1

ax(p) =p

e consequentemente

Umt(p) (08 P)\/D- (3-10)
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Para esse potencial de interagao, simulamos um sistema com N = 900 particulas em um
sistema bidimensional, confinadas na diregao x por um potencial externo U, (1) = kx?/2,
e com condicoes peridédicas de contorno na direcao y. Apds o equilibrio mecanico, a
simulagao ¢ finalizada, e entao a equacao (2.34) pode ser resolvida utilizando a condigao

de que
N
/p(:z) dz = T (3.11)

y
onde L, é o tamanho da dimensao y da caixa de simulacao. Para o caso do potencial de

lei de poténcia, tendo a forma analitica de a(p), Eq. (3.9), encontramos a solugao

plx) = {pog - %Um(x)] " (3.12)

onde p, = p(x = 0), e C) foi definido como sendo o termo de ay(p) que independe de p,

c, = 3% (2 + A)eo? 3 (ﬁ)f (3.13)

isto é,

A
2513 > Ty

As solugoes do modelo continuo (3.12) estao apresentadas como linhas tracejadas na
Figura 16 juntamente com as solugoes de simulagao para trés valores de A, representadas
por simbolos. A figura mostra um bom acordo entre as simulagoes e o nosso modelo

continuo.
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Figura 16: Perfis de densidade no estado estacionario obtidos através de simulacoes
(simbolos). Consideramos sistemas bidimensionais de N = 900 particulas interagindo
através do potencial de lei de poténcia, V) (r) = eo*r~*. Na direcao z, as particulas sdo
confinadas por um potencial externo harmonico, Ugs(x) = kx?/2, com k = 10~°c0~ 2. Na
direcao y, a caixa de simulagao tem um comprimento L, = 600, com condicoes periddicas
de contorno. Os resultados de simulacao apresentados consideraram trés valores de A.
As linhas tracejadas representam as solugdes continuas, Eq. (3.12). A concentracao p é
expressa em unidades de 02, enquanto que a posicio z estd em unidades de o.

A Tabela 2 apresenta alguns valores aproximados’ para Cy obtidos por meio da
equagao (3.13). Os trés primeiros valores da tabela (A = 4,5 e 6) sdao os mesmos uti-

lizados nas curvas do modelo continuo da Figura 16.

A | C,

4 [ 16,56
5 | 20,43
6 | 24,78
7 | 29,47
8 | 34,33
9 | 39,23
10 | 44,07

Tabela 2: Valores do coeficiente C para cada valor de A utilizado (D = 2). Esses coefi-
cientes foram obtidos a partir da equagao (3.13), que deram origem as curvas tracejadas
presentes na Figura 16.

"Para mais detalhes do célculo aproximado de Cy, consulte o Apéndice B.
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3.1.1.2.1 Correspondéncia com a distribuicao de Tsallis Para um sistema de
particulas que interagem com o potencial V)(r) e que estdo submetidas a um potencial
externo harmonico no limite superamortecido e a temperatura nula, temos que a energia

total Ur, Eq. (2.6), pode ser reescrita de maneira geral na forma

Ur = /dy/dx p (Alp% + A2x2) , (3.14)

onde os termos dentro do parénteses sao U, e U, respectivamente. Se p*(Ap, Ag) é
o estado que minimiza a energia total Uy, entao esse é o estado de equilibrio mecanico.
Como no nosso caso o sistema tem simetria em y, a integral nessa direcao resulta na

largura L, da célula de simulacao, resultando em

ka?

UT = Ly/dx <A1pg+1 + pT) . (315)

Para um sistema de particulas semelhantes que obedece a termoestatistica generali-
zada de Tsallis, a quantidade minimizada ¢ a energia livre de Helmholtz, F' = U, — T'S,,

onde [47, 48]
1

Sy = 1 dz (p*~7 - p). (3.16)
Para fazer uma correspondéncia entre os dois formalismos, podemos tomar 2—q = 1+\/D,
ou seja,
g=1- i, (3.17)
D
e também que T'= A1 L,\/D, além de
U, = ? /d:r: p+ Ly/dx pUcst(), (3.18)

onde Ugy(z) = ka?/2, de modo que F, = Ur. Nesse formalismo, a parte da energia
potencial relacionada as interacoes particula-particula é reinterpretada como um termo
entrépico. A entropia S, da conta da parte da energia relativa as interagoes. Essa corres-
pondencia foi apontada anteriormente para o caso de vortices em supercondutores do tipo
2 [2]. Note que a energia a ser minimizada tem dois parametros, e o estado de equilibrio
p*(A1, k) deve depender desses parametros,

k 2
Ur = Ly/dx (Alpéﬂ + p%) 7 (3.19)

portanto o equilibrio mecanico desse sistema superamortecido de particulas que se repelem
é equivalente ao equilibrio termodinamico de um gas ideal de particulas que minimiza a

entropia de Tsallis. Apesar dessa associagao com a entropia de Tsallis, no nosso trabalho
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nao é feita nenhuma enumeracao de estados. Independentemente dos valores de A; e k, a
solugao para o perfil de concentragao é uma g-Gaussiana, p(z) ~ [1 — (1 — q)ﬁUm(:B)]ﬁ.
Além disso, uma vez que U e p dependem de dois parametros (A; e k), é possivel encontrar
uma série de relagoes semelhantes as relacoes de Maxwell entre as derivadas da energia
livre [49, 50].

3.1.1.2.2 Estudo da dinamica do sistema Até agora, nos preocupamos apenas em
estudar o perfil de concentracdo no estado estacionario. A Referéncia [51] estudou a
evolucao temporal das distribuicoes de velocidade e de posicao para um sistema supera-
mortecido de particulas confinadas por um potencial parabédlico e que interagem por meio
do potencial de London. Eles mostraram que ambas as distribuicoes podem ser descritas
por uma parabola, que é associada com uma ¢-Gaussiana [52], com ¢ = 0. A Figura 17

mostra uma reprodugao dos resultados mostrados na Referéncia [51].

L a | L b ]

= 0 1= 7 1
o 08 70 =20 41 S o8} = |
S 0 t=5.0 : g s t= :
< 061 t=10.0 . 0.6 t= .
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X 04l v 1=100.0 1 2 04f = 7
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xp(0,0) v P(0,1)

Figura 17: Distribui¢oes normalizadas de posigao (a) e velocidade (b) para o caso onde as
particulas interagem por meio do potencial de London. Cada simbolo representa a distri-
buigao para um instante de tempo ¢ indicado nas legendas. Os eixos foram transformados
de modo a permitir o colapso das curvas.

Para cada simulacao, as particulas inicialmente se encontram em posicoes aleatorias
dentro de uma regiao muito estreita (water-bag) da célula de simula¢do. Durante a
evolucao temporal, como ilustrado na Figura 18, devido a repulsao entre as particulas, o
sistema vai se expandindo e ocupando a célula de simulagao, até que em um dado instante,
a forca de confinamento se torna igual a contribuicao de repulsao, e o sistema atinge o
estado de equilibrio. De modo a reduzir a dependéncia da condicao inicial, cada curva da

Figura 17 foi feita para uma média de 100 amostras.

Na secao anterior, nés mostramos que, se o potencial de interagao particula-particula

A

for uma lei de poténcia, V)\(r) ~ r~*, com A > D, o perfil de concentragao no estado de
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Figura 18: Evolucao temporal de um sistema composto por N = 4000 particulas no
interior de uma caixa de largura L, = 20 confinados na direcao x por uma forca do tipo
—kx, onde k = 1073, As particulas se repelem com uma forca repulsiva e de curto alcance
que depende do potencial V)(r).

equilibrio pode ser descrito como uma ¢-Gaussiana, com ¢ = 1 — A/D. Nesta sec¢do, o
nosso objetivo é investigar se esse resultado também é valido fora do equilibrio, isto é, se
o perfil de concentracao ao longo da dinamica do sistema se mantém na mesma forma de
uma ¢-Gaussiana, além de também estudar o perfil de velocidades, a exemplo do que fez

a Referéncia [51].

Partindo da equacao da continuidade,

dp

=9 [p (VU + Copp W) | (3.20)

que governa a dinamica do sistema, testamos uma solugdo auto-similar [53] do tipo
p(x,t) = g(2)/f(t), onde z = x/ f(t). Substituindo na Equagao (3.20), obtemos

£lr)

O lado esquerdo da equacao depende apenas de t, enquanto que o lado direito depende

U\»

fi*o (df

)
o\ ) (3.21)

+k;f)

apenas de z. Sendo assim, a tnica maneira de a igualdade ser valida é se cada um dos
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lados seja igual a uma constante, v. Portanto, o lado esquerdo se torna

df - I/C)\
P e —kf (3.22)
e o lado direito se torna
d A dg
e (ngz +ugz> 0 (3.23)
Resolvendo as Egs. (3.22) e (3.23), obtemos
vC)y —k($+2)(t—to) x+3D
o) =122 [1 e 0} (3.24)
¢ D
by
o) = [apa -] (3.25)

onde ty é o instante inicial, e z =1 é o ponto em que a concentracao vai a zero, g(1) =0,
isto é, quando = = f(t) temos que p[f(t),t] = 0. Portanto f(¢) pode ser visto como o
valor de x em que a concentragao vai a zero, ou ainda, em outras palavras, f(t) é igual a
posicao x da particula que estd mais distante da origem, f(t) = X0 (t). Além disso, note
que a Equagao (3.25) é uma ¢-Gaussiana. A condigao de normalizagao [ p(z,t)dzdy = N

leva a [ gdz = N/L,. Essa condigdo nos permite encontrar uma expressao para v,

(3.26)

Na Figura 19 mostramos as curvas de f(t) e a sua derivada, f(t), para cada instante de
tempo t considerando os casos em que A =4 e A = 6. Se f(t) pode ser interpretado como
a posi¢ao da particula do sistema que estd mais distante do centro da célula de simulacao
em um determinando instante, entao, de forma anéloga, f (t) é o valor da velocidade dessa
particula no mesmo instante de tempo t. Pela figura, podemos observar que o sistema

estd proximo de atingir o estado estacionério, quando f(t) satura em um valor constante.

Nas Figuras 20 e 21 apresentamos resultados similares ao da Figura 17, com a dife-
renga de que o potencial de interagao é dado por V) (r). De modo a reduzir a dependéncia
da condigao inicial, cada curva dessas figuras foi feita para uma média de 800 amos-
tras. Observe que existe um bom acordo entre os resultados de simulacdo (simbolos) e
a ¢-Gaussiana, especialmente para o caso das distribuicoes de posicao. Nos casos das
distribuicoes de velocidade, ha uma maior diferenca entre os resultados de simulagao e a

g¢-Gaussiana. Nesses casos, podemos observar que os resultados de simulacao divergem da
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Figura 19: Curvas de f(t) e f(t) considerando os casos em que A = 4 e A = 6 a partir da

Eq. (3.24) e da sua derivada, f(t) = df/dt. Uma vez que as particulas estao inicialmente
confinadas em uma regiao muito estreita, utilizamos ty = 0 para a construcao das curvas,

ou seja, nao houve parametros de ajuste em nenhuma das curvas.

g-Gaussiana, especialmente nas bases da distribuigao.

> <o OO

<

=1.0
1=2.0
1=5.0
=10.0
1=20.0
1=50.0
=100.0
1=200.0
1=500.0
t=1000.0

Figura 20: Distribuicoes de posicao em diferentes instantes de tempo ¢. Simulamos N =
4000 particulas interagindo por meio do potencial de lei de poténcia, V(1) ~ r=, para
A=4(g=-1)eA=6 (¢ =—2). As curvas pretas sao ¢-Gaussianas. Aqui utilizamos

k=103 e L, = 20.
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Figura 21: Distribuigoes de velocidade em diferentes instantes de tempo ¢. Simulamos

N = 4000 particulas interagindo por meio do potencial de lei de poténcia, V(r) ~ r=>,

para A = 4 (¢ = —1) e A = 6 (¢ = —2). As curvas pretas sdo ¢-Gaussianas. Aqui
utilizamos k =107 e L, = 20.

Assim como a concentragao p(x,t), é razoavel supor que a velocidade média v(x,t)
das particulas em uma dada posicao x e em um instante de tempo ¢t também seja uma
funcao auto-similar, isto é,

o(z,t) = f(t)b(2), (3.27)

onde z = z/f(t) e f(t) = df/dt. Observe que na borda do sistema, quando = = f(t),
a velocidade média o(z,t) = f(t)b(1). Escrevendo a equacio da continuidade utilizando

J = pv, temos que

ap 0

5 = B [p(z, t)v(x,t)]. (3.28)
Substituindo p(z,t) = g(2)/f(t) e (x,t) = f(t)b(z), obtemos
o4,
portanto b(z) = z e, consequentemente,
e,
v(z,t) = 0k (3.30)

ou seja, a velocidade média das particulas cresce linearmente com a posicao z. Uma
relagdo linear entre duas varidveis (no caso v e x) é suficiente para concluirmos que as
duas variaveis sao distribuidas da mesma maneira, sugerindo que nés deveriamos obter
distribuigoes ¢-Gaussianas para as velocidades médias, P(v), dado que a distribui¢ao de
posicoes pode ser descrita como tal. Entretanto, aqui estamos interessados em obter a

distribuigao P(v,,t) da componente x das velocidades das particulas. Como se pode ver
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pela Figura 21, existe um desvio na base da distribuigao de velocidades P(v,,t), isto é,
a ¢-Gaussiana nao é uma descricdo muito boa para a distribuicdo P(v,,t). Esse desvio
ocorre provavelmente porque as particulas que possuem o médulo de v, elevado encontram
uma maior dificuldade em rearranjarem suas posicoes a medida que a concentracao de

particulas varia.

Para tentar buscar uma forma mais adequada de descrever a distribuicao de velocida-
des, analisamos a distribuicio da quantidade & = (v,);/f — x;/f entre todas as particulas
de todas as amostras e apresentamos alguns resultados da distribuicao P({) na Figura 22.
Nos gréficos da Figura 22, as curvas pretas sao o logaritmo de P (), e as curvas vermelhas

sao distribuicdes Laplacianas, P(¢) ~ e7€l/7 onde h é um parametro de ajuste.

In[P(E)]

In[P(E)]

Figura 22: Distribuigbes In P(¢) fixando-se uma posi¢ao x e um instante de tempo t. (a)
t=20ex=08f(t); (b)t =20exz=09f(t); (c)t =10,0 e z = 0,8f(¢); (d) t = 10,0
ex = 0,9f(t). As curvas vermelhas representam ajustes de distribui¢oes Laplacianas,
P(&) ~ e lél/h onde h é um parametro de ajuste.

Como foi observado na Figura 20, a distribuicao de posicoes pode ser bem descrita
por meio de uma ¢-Gaussiana, P(x/f) ~ Gy(x/f). Uma vez que f(t) e f(t) dependem
somente do tempo, e (v,);/f = x;/f +&, entdo a distribuicao de velocidades P(v,,t) pode
ser encontrada por meio de uma convolugao [54] entre uma ¢-Gaussiana e a distribuicao

da quantidade &;, isto é,

o0

Plus/ f) = (Fi * By)(vs/ f) = / 0€ Fy(vs/f — €)Fo(©). (3.31)

onde Fy e F; representam as distribui¢oes das quantidades ( f /f)x e &, respectivamente.
Considerando que a quantidade ¢ se distribui como uma Laplaciana [P(£) ~ e l€/7],

temos que
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P ("’7) ~ /_OO d¢ G, (7’7 - g) e (3.32)

A Figura 23 mostra uma tentativa qualitativa de corrigir o problema encontrado na Fi-

gura 21. Nessa tentativa, as curvas sélidas foram obtidas a partir de uma solu¢ao numeérica
da integral (3.32).

0.6
< 04

5502

-~
g 0.6

Q_' .
0.2

Figura 23: Distribuigoes de velocidade em diferentes instantes de tempo ¢t. Simulamos
N = 4000 particulas interagindo por meio do potencial de lei de poténcia, V(r) ~ r=*,
para A = 4 (¢ = —1) e A = 6 (¢ = —2). As curvas pretas sdo convolugoes entre ¢-
Gaussianas e Laplacianas. Aqui utilizamos k£ = 1073 e L, = 20.
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3.1.2 Caso tridimensional (D = 3)

Nessa secao, apresentamos os resultados para o caso tridimensional em que a interagao
é escrita em termos do potencial de Yukawa, que é 1til na descricao de sistemas coloidais

e de plasmas complexos.

3.1.2.1 Potencial de Yukawa

Em trés dimensdes (D = 3), estudamos o caso do plasma complexo. As cargas livres no
gas atenuam a interacdo de Coulomb, e o potencial de Yukawa, Vy (1) = cexp (—r/o)/r,
é um bom modelo para estudar a repulsao entre as particulas, assim como no caso de
coloides [55]. Considerando que o estado de menor energia é uma rede hep [56] (ou fec),

construimos uma rede do tipo hep e calculamos a funcao a(p) através da equagao (2.30),
1
a(p) = m ;TU [(D - 1)f(rv) - rvf/(rv)] )

de forma similar ao que foi feito para o caso bidimensional.

Para testar o nosso modelo, simulamos um sistema tridimensional composto por N =
400 000 particulas sob a acao de um potencial externo radial, U.,¢(r) = kr?/2, confinando
as particulas em todas as diregoes para o centro da célula de simulagao. Para obter a

previsao numérica, resolvemos numericamente a equacao

o _
dr

porém o vinculo de normalizacao nesse caso é dado por

a(p) _kT7

47T/dr r*p(r) = N. (3.33)

A comparacao entre as simulagoes e a previsao do modelo continuo para esse caso é
mostrada na Figura 24. Para r distante das bordas do sistema, observamos um bom
acordo entre teoria e simulacao, porém na extremidade do perfil de densidade vemos um

desvio consideravel.

Para tentar entender essa discrepancia, note que assumimos anteriormente que o gra-
diente de densidade das particulas varia muito lentamente dentro do raio de atuacao do
potencial de interacao. Uma vez que nao ha concentracao negativa, essa suposicao falha
quando a distancia para a borda do perfil de densidade (p/|Vp|) é menor do que o com-

primento caracteristico da interacao, . Desse modo, na borda do perfil, uma descri¢cao
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Figura 24: Perfis de densidade no estado estacionario obtidos a partir das simulacoes
(simbolos). Simulamos N = 400 000 particulas interagindo com o potencial de Yukawa,
Vy (r) = eexp (—r/o)/r, em trés dimensoes. As particulas sdo confinadas por um poten-
cial externo radial, U.,¢(r) = kr?/2, com resultados para trés valores de k. As curvas
tracejadas representam as previsoes do modelo continuo. A concentragao p esta expressa

em unidades de 073, enquanto que a posicao r e a constante k estao, respectivamente, em

unidades de o e eo2.

continua requer que haja uma aproximagao em ordens maiores. Porém, esse efeito se
torna irrelevante em sistemas onde o perfil de densidade ndo ¢ muito confinado [57]. E
importante comentar que no caso do potencial de lei de poténcia utilizado anteriormente,
Va(r) = eo? ™, ndo existe uma escala caracteristica para a interacao, uma vez que s6
existe, efetivamente, um parametro no potencial, ja que o potencial de interacao pode
ser reescrito na forma V) (r) = er~. Nesse caso, a primeira aproximacao funciona desde
que a distancia p/|Vp| até a borda do sistema seja maior do que o parametro de rede

¢~ p~ P ou seja, que |Vp| < pP+Y/P sendo D a dimensionalidade do sistema.

3.2 Estudos com temperatura T # 0

Nesta se¢ao, sao apresentados os nossos primeiros estudos que foram feitos utilizando
os métodos de Monte Carlo e Dinamica Molecular. Diferentemente do que foi analisado
até aqui, neste caso nos consideramos que o meio onde as particulas estao imersas possui

uma temperatura diferente de zero.

Primeiramente apresentamos os resultados extraidos a partir do método de Monte

Carlo. Para cada parametro A do potencial de interacao V) (r), realizamos simulagdes de
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Monte Carlo iniciando o sistema de N particulas em um estado de posicoes aleatérias a

uma temperatura 7" e uma densidade p fixa. A partir dessa configuracao, utilizamos o
lgoritmo de Metropolis® traf i ticula do sist d

algoritmo de Metropolis®, e extraimos a energia por particula do sistema em cada passo

de Monte Carlo, segundo a equacao

Uint = % Z Z V(rij), (3.34)

i g
que é analoga a equagcao (2.23) utilizada para o calculo da energia de interagao para 7' = 0
(rede regular). Para um nimero muito grande de passos de Monte Carlo, a energia tende
a flutuar em torno de um valor constante. Nesse regime, calculamos o valor médio da
energia e, para cada valor de temperatura, obtivemos um grafico da energia por particula,

Uint, contra a densidade.

O gréfico da Figura 25 mostra como a energia U,,; por particula varia com a concen-

tragao p para diferentes valores de temperatura e do expoente A\, considerando o potencial

de interagdo entre as particulas como sendo o potencial de lei de poténcia, V) (r) = eo? 2,

em um sistema bidimensional (D = 2).

8Para mais detalhes sobre o algoritmo de Metropolis, consulte a Secdo (A.2.1) do Apéndice A.
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Figura 25: Resultados de Monte Carlo considerando um sistema de particulas imerso em
um meio com temperatura 7" # 0 para um sistema bidimensional (D = 2). O potencial de
interagao entre as particulas é o potencial de lei de poténcia, V)(r), e as simulagoes foram
realizadas para valores distintos de A e T', sendo Ty, = 107%. Pelo gréfico, observa-se que
existem dois regimes diferentes, sendo um regime linear (p < 1) e outro regime (p > 1)
seguindo uma lei de poténcia com expoente igual a A\/D. Para efeitos de simulagao,
consideramos o valor da constante de Boltzmann igual & unidade (kg = 1).

2

No painel interno do grafico, sao apresentados os mesmos dados, porém com o0s eixos
transformados, sendo o eixo vertical dado pela razao Uy, /T, e o eixo horizontal dado pela
razao p/TP/*, com o objetivo de estudar o comportamento da funcdo Uy, com a variacio
da temperatura (7') e do parametro da interagao (A). As curvas do painel interno sao

MDonde x neste caso é o eixo horizontal

ajustes nao-lineares do tipo y = = + apx
do painel interno, que é igual a p/TP/*, e y é igual ao eixo vertical do painel interno,
que é igual a Uy, /T. Para efeitos de simulacao, consideramos o valor da constante de

Boltzmann igual a unidade (kg = 1).

A partir do grafico, é possivel observar dois regimes. Para pT—P/* > 1 (regido
sombreada do painel interno), vemos que o comportamento da fungdo Uy, /T é tipica-
mente uma lei de poténcia com expoente igual a A\/D, ou seja, um comportamento si-
milar ao que foi verificado anteriormente quando discutimos o problema para T' = 0, em

que Uyu(p, T = 0) < pp [Eq. (3.10)]. Por outro lado, para a regiio onde pT—P/A < 1,



66

observamos um comportamento linear da funcao Uy, /T. Diante dessas observagoes, os

resultados do grafico nos permitiram supor que
Uint(p, T) = (ksT)""P*p + anpp?, (3.35)

onde o segundo termo estd relacionado a contribuicao estudada anteriormente com tempe-
ratura zero (Secdo 3.1.1.2), isto é, ayp 6 proporcional ao coeficiente Cy [ay(p) = CypD !
estudado anteriormente, C', ~ a,\D% (1 + %) Na discussao anterior, quando estudamos
esse sistema com temperatura zero, vimos na discussao qualitativa que fizemos ao mostrar
a equagao (2.21) que naquele caso a energia dependia da concentragdo como uma lei de

poténcia com expoente A/D, uma vez que ay(p) = Chpp L.

Através do gréafico da Fi-
gura 25, observamos que o expoente dessa lei de poténcia permanece o mesmo observado
anteriormente para uma dada regiao de densidade (préxima de p = 1o~P). Para densi-
dades menores, entretanto, vemos que a introducao de temperatura ao sistema modifica

a curva nesta regiao.

. . ) D

E interessante enfatizar que essa mudanca de regime acontece quando p > T'x. Em
outras palavras, o comportamento da energia muda de linear para uma lei de poténcia

d TP Tsto é i b i

quando p > . Isto é consistente com o que observamos no caso anterior, uma vez que
para T' = 0, a energia depende da concentracao como uma lei de poténcia com expoente
igual a A/ D para qualquer valor de concentragao. Para uma concentragao fixa, na medida
em que aumentamos a temperatura do meio, a razao Uy, /T cai como uma lei de poténcia
até o momento em que p = TP/* e, a partir de entdo, o aumento de temperatura reduz a

razao Uy, /T de forma linear.

Em seguida, para testarmos a hipdtese de que a dimensionalidade estd inserida no
expoente A/D, realizamos simulagoes de Monte Carlo de forma andloga ao que foi feito
no caso da Figura 25, porém para sistemas tridimensionais (D = 3). O grafico da Fi-
gura 26 mostra como a energia U;,; varia com a concentracao p para diferentes valores de
temperatura e do expoente A, considerando o potencial de interagao entre as particulas

Ar=A, em trés dimensoes. Assim

como sendo o potencial de lei de poténcia, Vy(r) = cotr™
como na figura anterior, no painel interno do gréafico sao apresentados os mesmos dados,
porém com os eixos transformados, sendo o eixo vertical dado pela razao Uy, /T, e o eixo
horizontal dado pela razao p/TP/*. Para efeitos de simulacdo, consideramos o valor da

constante de Boltzmann igual & unidade (kg = 1).

Através da Figura 26, observamos novamente a presenca de dois regimes distintos,

sendo um regime linear para p < TP/* e um regime em que a funcao Uy, /T se comporta
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Figura 26: Resultados de Monte Carlo considerando um sistema de particulas imerso em
um meio com temperatura 7" # 0 para um sistema tridimensional (D = 3). O potencial de
interagao entre as particulas é o potencial de lei de poténcia, V)(r), e as simulagoes foram
realizadas para valores distintos de A e T, sendo T, = 107%. Pelo gréfico, observa-se que
existem dois regimes diferentes, sendo um regime linear (p < 1) e outro regime (p > 1)
seguindo uma lei de poténcia com expoente igual a A\/D. Para efeitos de simulagao,
consideramos o valor da constante de Boltzmann igual a unidade (kg = 1).

como uma lei de poténcia quando p > TP/*. Consistentemente com a nossa observacio

anterior, o expoente da lei de poténcia é igual a \/D. A Tabela 3 apresenta os valores

de ap obtidos a partir dos ajustes nao-lineares que geraram as curvas que aparecem Nos

painéis internos das Figuras 25 e 26.
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QD
2,86
2,11
1,78
1,56
2,89
1,82
1,33
10 | 1,09

W W w w NN
0 DS 00D |y

Tabela 3: Valores do coeficiente ayp para cada valor de D e A utilizado. Esses coeficientes
foram obtidos a partir de ajustes nao-lineares do tipo y = =+ aypz/?, que deram origem
as curvas presentes nos painéis internos das Figuras 25 e 26.

3.2.1 Determinacao da concentracao no estado estacionario

Escrevendo a equacao da difusao levando em conta o termo dependente da tempera-

tura T, temos [1, 2]

0
157 = =V {plfas — alp, T)Vpl} + ks TV = 0, (3.36)

onde o ultimo termo é o termo dependente da temperatura. Note que incluimos aqui
uma possivel dependéncia da temperatura na fungao a, isto é, a = a(p,T'). Para o estado

estacionario, temos que
V - Aplfw —alp, T)Vp]} = kT V?p. (3.37)

Para resolver esta equagao, precisamos conhecer a funcao a(p,T), além da forga externa
f..: e do valor da temperatura 7. Analogamente ao que fizemos anteriormente para o caso
em que T = 0, vamos supor novamente que a(p,T’) pode ser determinado por meio da
energia U, equacdo (2.15). Reescrevendo essa equagao com a inclusao da dependéncia

da temperatura na funcao a, temos

annt a21]2'1115
T)=2
a(ﬂ? ) ap + p apQ Y

(3.38)

uma vez que agora Ui,y = Upi(p, T). E interessante comentar que quando estudamos os
casos onde T' = 0 determinamos a funcao U;,; a partir de uma rede regular de particulas.
Nao ¢é de se esperar, entretanto, que para o caso de T' # 0 as particulas se estabelecam
em uma rede regular, uma vez que agora existe um ruido que perturba o sistema a
todo instante. Portanto, é razoavel esperar que a configuracao de minima energia em

um sistema com temperatura nao seja uma rede regular. Desse modo, com a ajuda
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da equacao (3.35), que foi gerada a partir dos resultados de simulagdo de Monte Carlo,
podemos inserir Uy,; na equagao (3.38) e resolver numericamente a equagao da difusao no

estado estaciondrio, Eq. (3.37).

Com a finalidade de testar a validade do modelo continuo levando em conta a tempera-
tura, bem como compreender as contribuicoes dos termos que dependem da temperatura,

resolvemos numericamente as equagoes

—V - [pfowe — pa(p, T)V p| + kpgTV?p =0
—V - (pfont) + kT V?p =0
=V - [pfeze — pa(p,0)Vp] =0 (3.39¢

—V - [pfee — pa(p,0)V o] + kgTV?p =0 (3.39d

3.39a

(
(3.39b

)
)
)
)

e apresentamos os resultados da solugao de cada uma das equacoes na Figura 27, onde,
para efeito de visualizagao, mostramos apenas o eixo positivo da posicao x do perfil de

concentragao.

A equagao (3.39a) é uma descri¢ao que leva em conta a temperatura dentro da fungao
a, além do termo proporcional a kgT'. A equagao (3.39b) é uma boa descri¢ao quando as
particulas nao interagem entre si, porém o meio estd a uma temperatura 7" diferente de
zero, como é o caso de um gds ideal. A equagao (3.39¢) é eficiente quando existe interagao,
porém sem flutuacoes térmicas, exatamente a mesma abordagem que utilizamos na se¢ao
que estudamos sistemas com 7' = 0, Se¢. (3.1). E a equagao (3.39d) é uma alternativa a

Eq. (3.39a), com a diferenga em que a func¢ao a depende apenas da concentragao.
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Figura 27: Solugoes das equagoes diferenciais (3.39) para trés valores de temperatura para
o caso onde as particulas interagem com o potencial de lei de poténcia, V) (r), sendo A = 4.
As letras da legenda fazem referéncia a cada uma das respectivas equagoes (3.39).

Através da Figura 27, podemos observar que o caso de T = 1072 apresenta uma
maior diferenga entre as quatro solugoes das equagdes (3.39). Por esse motivo, realizamos
simulagoes de Dinamica Molecular com N = 1000 particulas no interior de uma caixa de

largura L, = 50 interagindo com o potencial de lei de poténcia, V)(r), e imersas em um
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meio com temperatura 7" = 1072. Apds um tempo suficientemente longo de simulacao,
na situagao em que a energia potencial varia muito pouco, tracamos o perfil de densidade
a partir da configuracao final de particulas, utilizando o método do KDE. Os resultados
estao apresentados na Figura 28, onde os simbolos representam os resultados de simulacao,
enquanto que as linhas representam os resultados de previsao do modelo continuo inserindo
a dependéncia da temperatura no modelo. Assim como na Figura 27, cada uma das linhas

da Figura 28 representa uma das solugoes das equagoes diferenciais (3.39).

Através dos resultados da Fig. 28, podemos observar que a descricao mais completa,
Eq. (3.39a) é aquela que melhor descreve o nosso sistema. Ao observar as equagoes e
suas respectivas solugoes das Figs. 27 e 28, podemos fazer uma breve anélise sobre a im-
portancia dos termos nas equacoes diferenciais. Para temperaturas muito baixas, a ponto
de que o efeito das interagoes seja muito mais importante do que os efeitos relacionados
as flutuagoes térmicas, a Eq. (3.39¢) é suficiente para descrever o sistema, e a curva a
torna-se muito semelhante a curva c. Por outro lado, para temperaturas muito elevadas,
a ponto de que os termos proporcionais a T sejam muito mais relevantes, a descricao
do sistema como um gas ideal poderia ser suficiente. Nesse caso de altas temperaturas,
como observou a Referéncia [44, 2] para o caso de vértices de supercondutores do tipo 2,
o perfil de densidade é Gaussiano, e a curva a deveria ser muito semelhante a curva b na

Figura 28.
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Figura 28: Comparacao entre os resultados de simulacao (circulos) e as solugbes das
equagoes diferenciais (3.39) para T' = 1072 considerando o caso em que as particulas
interagem com o potencial de lei de poténcia, V)(r), sendo A = 4. As letras da legenda
fazem referéncia a cada uma das respectivas equagoes (3.39).
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3.3 Sistemas com transicao de fase estrutural

Por fim, testamos o modelo continuo com temperatura 7' = 0 para o caso em que as

particulas interagem com um potencial V,,(r) dado por

Valr) = e =% (3.40)

r

onde a = 1,2 e r. é o raio de corte do potencial, que foi definido como unitario (r. = 1).
Esse potencial foi escolhido por uma peculiaridade que ele tem frente aos demais estudados
até aqui: observamos que, a depender do valor da densidade, um sistema de particulas
interagentes pode assumir trés estruturas diferentes. Por esse motivo, decidimos coloca-lo
em uma sec¢ao separada dos demais. A Figura 29 mostra o comportamento da funcao V,

em funcao da posicao r.
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Figura 29: (a) Representacao do potencial V,, em fungao da posigao r com os parametros
a=12er.=1,0; (b) Representacao de V,(r) em escala logaritmica; (c) Representagao
de V,(r. —r) em escala logaritmica. O parametro a controla a forma com que o potencial
converge para zero ao se aproximar do raio de corte, ..

Para estudar o comportamento da energia com relacao a concentragao p, construimos
redes triangulares, quadradas e do tipo hexagonal ou colmeia (honeycomb), como ilustra
a Figura 30 e, a partir de tais estruturas, fizemos variar o valor da densidade da rede
e calculamos a energia média por particula. Para cada valor de p, escolhemos o menor
valor de energia dentre as trés estruturas para representar em um grafico, uma vez que as
particulas se arranjam em estruturas que minimizem a sua energia. Ao realizar simulacoes
de Dinamica Molecular para verificar o aparecimento de tais estruturas, observamos que
na regiao supostamente do tipo hexagonal as particulas se rearranjam em uma estrutura

diferente que nao se assemelha com uma rede. Para essa regiao, realizamos simulacoes de
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Dinamica Molecular e obtivemos os valores da energia por particula, Uj,;.
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Figura 30: Tlustracao das redes construidas (triangular, quadrada e hexagonal).

A Figura 31 apresenta o grafico Uy, em funcao de p obtidos similarmente ao pro-
cedimento explicado no paragrafo anterior. Na figura, podemos destacar a presenca de
trés regioes sombreadas. Em cada uma das regioes, sao mostrados pequenos painéis in-
ternos circulares que mostram a configuracao de particulas obtida por meio de simulagao
de Dinamica Molecular para cada caso: estrutura triangular, estrutura quadrada,
e uma estrutura nao-identificada, que vamos chamar de estrutura amorfa. Na regiao
da estrutura amorfa, os valores de energia apresentados no grafico sao provenientes de

simulagao, dado a impossibilidade de se construir uma rede com essa configuracao. A
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Figura 31: Energia minima de interagao por particula (Us,;) como func¢ao da concentragao
p para o caso em que as particulas interagem com o potencial V,,(r). A depender do valor
da concentracao, podemos observar que a estrutura do sistema de particulas pode assumir
trés arranjos distintos, a saber: estrutura triangular, estrutura quadrada, e estrutura
amorfa.

partir do gréafico de Uj,, podemos resolver numericamente a equagao

/ a(p)dp = / fewr d, (3.41)



73

e predizer o perfil de concentracao no estado estacionario. Para testar o modelo, simulamos
um sistema com N = 15 000 particulas interagindo com o potencial V,(r), e confinadas
na diregao = por um potencial externo parabélico, Ue,; = kz?/2. Por causa da forma do
potencial de interagao, verificamos que existem muitos estados de minimo local de energia
e, portanto, para esse caso foi necessario utilizar o método de recozimento (annealing), que
em poucas linhas consiste basicamente em aquecer o sistema e resfria-lo em seguida, para
que o sistema saia do minimo local e possa encontrar o menor estado de energia possivel.
A configuracao de minima energia que encontramos se encontra ao fundo da Figura 32.
Por uma questao de visualizagdo, apresentamos aqui somente a metade (z positivo) do
sistema. Cada circulo representa uma particula, e o seu preenchimento esta relacionado
a quantidade de vizinhos préximos que a particula possui. Isto nos permite visualizar
melhor os trés arranjos discutidos anteriormente. Na regido de maior densidade (z < 25),
vemos a estrutura amorfa, enquanto que nas outras duas regioes vemos as estruturas
quadradas (25 < = < 55) e triangulares (x 2 55). A curva preta representa o perfil de
concentracao obtido a partir de um KDE da configuragao final de particulas, enquanto que
a linha tracejada é a previsao do modelo a partir da integra¢ao numérica da equagao (3.41),
lembrando que a(p) é obtido a partir da equagao

o dUznt + d2Uint

dp P dp? ’

a(p)

e Uy nesse caso é obtido a partir da curva da Figura 31.
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Figura 32: Perfil de concentragao para um sistema composto por N = 15 000 particulas
interagindo com o potencial V,(r), onde o« = 1,2. As particulas estdo sujeitas a uma
forca externa dada por —kx, onde k = 1073, A curva representada por uma linha sélida
representa o perfil de concentracao a partir dos resultados de simulagao, enquanto que
a curva representada por uma linha tracejada representa o perfil de concentragao obtido
a partir do modelo continuo. A figura ao fundo mostra uma pequena regiao do sistema.
Nessa figura, cada circulo representa uma particula, e a cor do circulo esta relacionada
com a quantidade de particulas vizinhas que cada uma tem ao seu redor.

Pela figura, podemos observar que o modelo continuo consegue prever com uma boa



precisao os resultados de simulagao computacional.
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4 Conclusoes e perspectivas

Introduzimos uma abordagem para a construcao de um modelo continuo que descreve
sistemas de particulas repulsivas imersas em um meio dissipativo considerando que a
forca sobre as particulas é proporcional ao gradiente de concentracao, onde o termo de
proporcionalidade, a(p), é uma funcao da densidade. Nés mostramos que, sobretudo
para baixas densidades, a funcao a(p) depende do potencial de interacao, bem como da

estrutura da rede formada pelas particulas no estado de concentragao constante (Vp = 0).

Para o potencial de interagao na forma de uma lei de poténcia, o modelo continuo
se mostrou eficaz na previsao dos perfis de concentragao. Ademais, conseguimos relaci-
onar o perfil de concentragao obtido com a distribuicao de Tsallis. Mais precisamente,
encontramos uma relacao entre o expoente de interacao A e o ¢ de Tsallis, de forma que a
densidade p pode ser expressa como p(z) ~ [1 — (1 — q)BUem(x)]ﬁ para qualquer g < 0,
em principio. Estudamos também a dinamica desse sistema e observamos que a solugao
para o perfil de concentracao obedece a hipotese de similaridade, significando que as dis-
tribuigoes de posicao P(x,t) em diferentes instantes de tempo podem ser colapsadas umas
nas outras a partir de um fator de escala. Analisamos também as distribuicoes de veloci-
dades e obtivemos um resultado similar, isto é, as distribuicoes de velocidades apresentam

uma forma parecida com a forma das distribuigoes de posicao P(z,t).

Além disso, para outros dois sistemas fisicos estudados aqui (vértices de supercon-
dutores do tipo 2, plasma complexo e coloides), a(p) converge para um valor obtido
através da equacdo (2.19) para valores elevados de concentragiao (p > o~ 7). Na ver-
dade, contanto que a forca repulsiva e de curto alcance divirja mais lentamente do que
r~(P+1) na origem, a equacdo (2.19) converge e a(p) satura em um valor fixo para con-
centragoes suficientemente grandes. Portanto, a hipétese de uma fungao a(p) constante é
uma boa aproximagao para muitos casos de interesse, especialmente aqueles muito densos.
Para sistemas mais diluidos, ou para interacoes na forma de uma lei de poténcia, onde
a equacao (2.19) diverge, entretanto, é necessario que se leve em consideragao a variagao

da razao a(p) com a densidade. E interessante destacar, ainda, que esse regime de baixa
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concentracao em sistemas de vértices de supercondutores do tipo 2 é relevante, uma vez
que o campo magnético critico impoe uma restrigdo na densidade méxima de vértices [8],

acima da qual o estado de vortices é destruido.

Apo6s testar o modelo continuo na auséncia de flutuacoes térmicas, propusemos um
modelo continuo que leva em conta a temperatura, e testamos esse modelo para o caso

em que as particulas interagem com o potencial de lei de poténcia, V) (r).

Por 1ltimo, apresentamos resultados iniciais para um sistema de particulas que apre-
senta transicoes de fase. A depender do valor da concentracao, a configuracao das
particulas desse sistema pode ser apresentada como uma rede triangular, uma rede qua-
drada, ou uma estrutura amorfa. Os nossos resultados preliminares sugerem que o modelo

continuo proposto se mostra eficaz.

Como perspectivas, esperamos testar a validade desse modelo para potenciais de in-
teracdo com outras peculiaridades. Para exemplificar, poderfamos estudar o caso um
potencial que contenha termos atrativos além de termos repulsivos, como é o caso do
potencial que modela a dinamica de vértices em supercondutores do tipo 1,5 [58]. A
Figura 33 é uma reprodugao de um dos resultados da referéncia [58] que mostra o que
acontece quando particulas interagem com um potencial com contribuicoes repulsivas e
atrativas. Para pequenas densidades, ilhas de particulas sao encontradas, como se pode
ver no canto superior esquerdo da figura (N = 500). A medida que a densidade aumenta,
essas ilhas aumentam de tamanho (canto superior direito da figura, N = 1500), até que se
formam labirintos (canto inferior esquerdo da figura, N = 2500) e posteriormente regioes
de bolhas (canto inferior direito da figura, N = 3500). Para densidades ainda mais eleva-
das, essas bolhas acabam desaparecendo e um estado de concentracao constante de uma
rede triangular é obtido. Esse resultado é compativel com a observacao experimental rea-
lizada [59] em supercondutores do tipo 1,5. E interessante notar que, diferentemente dos
casos estudados nesse trabalho, neste sistema de particulas o estado de minima energia

nao apresenta necessariamente a concentragao constante, como se pode ver pela Figura 33.
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Figura 33: Configuragoes de vortices de supercondutores do tipo 1,5 no estado estacionario
para N = 500, N = 1500, N = 2500 e N = 3500.

Como outra perspectiva, podemos destacar o estudo com temperatura para o potencial
de London, que modela a interacao entre vortices de supercondutores do tipo 2. Isto pode
ser feito similarmente ao estudo que fizemos para o potencial de lei de poténcia, V) (7).

Esse caso pode ser estudado e comparado com os resultados obtidos na Referéncia [2].
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Apéndice A - Métodos computacionais

Dada a impossibilidade de obtencao de uma solucao analitica para um problema geral
de um conjunto de muitos corpos, uma solu¢ao numérica é imprescindivel. A medida que
os computadores ficam cada vez mais sofisticados, os métodos computacionais permitem

solucoes numéricas de problemas cada vez mais complicados.

Simulagoes computacionais nos fornecem um caminho entre os detalhes microscopicos
de um sistema (massa dos corpos, interagao entre particulas, entre outros) e propriedades
macroscopicas de interesse experimental (energia do sistema, coeficientes de transporte,
temperatura, entre outras) [60]. Provavelmente o primeiro trabalho de simula¢ao compu-
tacional foi realizado por Nicholas Metropolis e colaboradores [61], em 1953, langando as

bases do que hoje é conhecido como o método de Monte Carlo.

O campo de pesquisa de modelagem molecular e simulagoes, bem como seus conceitos
tedricos relacionados, tem contribuido significativamente para a evolucao continua nas
areas de biologia, quimica, e ciéncia dos materiais. Um dos melhores exemplos de métodos
que contribuiram nesse sentido certamente é o método de Dinamica Molecular, onde as
equacoes do movimento de cada particula em um modelo atomistico sao integradas no
tempo para um dado sistema de interesse [4]. Neste capitulo, discutimos um pouco sobre

os métodos de Dinamica Molecular e Monte Carlo.

A.1 Dinamica Molecular

O problema de muitos corpos, originado na tentativa de descrever a dinamica de um
sistema planetario, ¢ analiticamente insolivel para trés ou mais corpos. A técnica de
Dinamica Molecular consiste basicamente em resolver as equagoes do movimento para
cada particula que compoe o sistema, em qualquer escala de tamanho, em principio.
Ela permite que realizemos um experimento, ainda que virtual, que se assemelhe a um

experimento fisico real. Além disso, simular sistemas sob condi¢oes extremas, como valores
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elevados de temperatura e pressao, por exemplo, pode ser um experimento muito mais
facil e seguro de ser preparado do que um experimento real. Da mesma forma que em um
experimento, preparamos uma amostra, e a ela conectamos um instrumento de medida,
de modo a realizar a medida ao longo do tempo. Nas simulagoes de Dinamica Molecular,
acontece algo semelhante: ao passo em que resolvemos as equacoes do movimento e o
sistema evolui, podemos calcular propriedades do sistema que nos interessam até que o
sistema entre em um estado de equilibrio e possamos extrair alguma informacao final
sobre o mesmo. E importante comentar também que em uma simulagao computacional
tem-se uma informagao completa sobre todo o sistema, enquanto que a informacao que se
obtém durante um experimento é parcial. Por outro lado, esta informacao da simulacao

é compativel com um modelo que tenta explicar um determinado fenomeno da natureza,

enquanto que um experimento é compativel com a prépria natureza do fenémeno.

O primeiro trabalho utilizando o método, realizado por Berni Alder e Thomas Wain-
wright, foi publicado em 1957 [62]. Eles estudaram a distribuigao de moléculas em um
liquido, considerando um modelo no qual as moléculas sao representadas por esferas
rigidas. A simulacao foi realizada no computador mais rapido da época, um IBM-704,
permitindo a simulagao do movimento de 32 e 108 moléculas, com tempo de simulacao de
10 até 30 horas [63], o que rendeu a Alder a medalha Boltzmann, em 2001, pela criagao do
método. Hoje em dia, devido aos grandes avancos tecnologicos, simulagoes de dinamica
molecular podem ser feitas em computadores relativamente simples, embora haja um
método que demande mais trabalho computacional, como € o caso da dinamica molecular
de primeiros principios, também chamada de ab initio [64, 65]. Neste caso, interagoes
interatomicas sao levadas em conta, permitindo que ligacoes quimicas se formem ou se
rompam, necessitando, portanto, de uma abordagem bem mais apurada do problema,

fazendo-se o uso da mecanica quantica.

Diferentemente da forma Newtoniana, com a qual abordamos o método neste trabalho,
também é possivel utilizar os formalismos de Lagrange e de Hamilton para descrever o
sistema. Adicionalmente, embora seja um método a priori deterministico, uma vez que
permite que possamos especificar as velocidades e posicoes das particulas em qualquer
instante de tempo, a dinamica molecular também permite que simulemos um sistema
em contato térmico com um reservatorio, de modo que sua temperatura seja constante e

envolva, portanto, forgas estocasticas.
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A.1.1 Condicoes de contorno periddicas

Em simulagoes de dinamica molecular, colocamos as coordenadas dos pontos que
representam as particulas dentro de uma regiao de simulacao e deixamos o sistema evoluir
com o tempo. Em sistemas finitos, da ordem de 10 particulas, por exemplo, uma parcela
significativa das particulas se encontrara nas bordas do sistema, o que pode produzir
efeitos indesejaveis se o objetivo for estudar um sistema infinito. Assim, a medida que o
nimero de particulas é aumentado, o percentual de particulas presentes na borda se torna
cada vez menos significativo, de forma que os resultados ficam cada vez mais realistas.
Entretanto, o custo computacional aumenta com o aumento do niimero de particulas, o
que resulta em um tempo de simulacao maior. E nao existe uma resposta definitiva para
a questao do quao grande deve ser um sistema relativamente pequeno de forma que ele

reproduza resultados similares a um sistema infinito [66].
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Figura 34: Ilustragao da implementacao das condig¢oes de contorno periédicas. Para casos
em que o sistema nao é bidimensional, a implementacao é analoga.

Para resolver esse problema, implementamos as condigcoes de contorno periddicas a
partir de um sistema com um niumero reduzido de particulas de forma que estas nao se-

jam influenciadas pelas bordas do sistema. Essas condigoes sao facilmente implementadas
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repetindo-se a célula de simulagao, que esta representada pela célula central da Figura 34,
em todas as direcoes do sistema. No caso ilustrado, que é bidimensional, se uma particula
atravessa a regiao de simulagao, ela reentrara imediatamente na regiao através da aresta
oposta da célula sem mudanca na direcao ou na intensidade da velocidade. Esse pro-
cedimento é realizado ao deslocarmos a particula, durante a integracao das equagoes do
movimento, que serd explicado posteriormente. Além disso, existe ainda uma outra ca-
racteristica da implementacao das condicoes de contorno periddicas, que é a convencao
da minima imagem, realizada durante o cdlculo de interacao de curto alcance® entre as
particulas, e descrita a seguir: quando o modulo de uma certa componente da distancia
entre duas particulas é superior a metade do comprimento da célula de simulacao na
mesma direcao, a interacao entre essas particulas é contada como se uma das particulas
estivesse a uma distancia reduzida de L, onde L é o comprimento da aresta da célula
de simulagao na diregao associada a componente. Em outras palavras, uma particula
interage com uma outra particula ou com a sua imagem, dependendo de qual for a menor
distancia. Adicionalmente, em potenciais de curto alcance, que interessam ao nosso traba-
lho, normalmente existe uma distancia além da qual nao ha interacao entre as particulas,
chamada de raio de corte (r.), utilizada convenientemente de forma a evitar cdlculos de
interacao que nao contribuem de forma relevante. Portanto, para que a convencao da
minima imagem seja implementada corretamente, é necessario que r. seja no maximo
igual a metade do comprimento da célula, pois, em caso contrario, uma dada particula
poderia interagir com outra e com a sua respectiva imagem, o que seria incoerente com
uma situagao real. Embora tenhamos abordado um caso bidimensional, esse artificio pode

ser trivialmente extendido para trés dimensoes.

A.1.2 O método cell-list

Dada uma particula ¢ qualquer de um sistema fisico, podemos calcular numericamente
as interagoes entre esta e as demais particulas do sistema de diferentes maneiras. A
forma mais intuitiva de se fazer isto ¢ simplesmente calcular a distancia r;; para cada
particula j (j # i) presente no sistema. Sabendo-se a distancia e a fun¢do do potencial
de interagao, podemos calcular a forca resultante somando-se todas as contribuigoes das
forgas de interacao entre as particulas j e a particula i (Figura 35a), desde que a distancia
seja menor ou igual ao raio de corte do potencial, r.. Entretanto, essa maneira pode

ser muito dispendiosa, uma vez que ela leva em conta o cédlculo de distancias entre a

9nteracoes de curto alcance sdo interacdes cujo decaimento com a distancia r é mais acentuado que

r=P sendo D a dimensionalidade do sistema.
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i-ésima particula e particulas que estao suficientemente distantes da primeira a ponto de
nao contribuirem significativamente para a energia. Alternativamente, podemos pensar
em um método que consista em dividir a caixa de simulacao em pequenas células, cujas
arestas tenham um comprimento minimo estabelecido, e computar a interacao entre a
i-ésima particula e todas as outras particulas que se encontrem na mesma célula de i ou

nas células adjacentes (Figura 35b).

a b

Figura 35: Duas maneiras de calcular a interacao entre uma particula de interesse, re-
presentada pelo circulo amarelo da figura, e suas vizinhas, representadas pelos demais
circulos: a) calcular todas as distancias entre a particula de interesse e as demais que
estdo no sistema; b) dividir o sistema em diversas células (cell-list), de modo que as
distancias calculadas se restringem apenas a regiao onde se encontram as particulas que
estao na mesma célula da particula de interesse (regiao cinza escuro) e nas células adja-
centes (regiao cinza claro).

O método cell-list (também chamado em inglés de cell linked-lists method) é muito
utilizado em simulagoes de dinamica molecular e Monte Carlo para aumentar a eficiéncia
do programa, de forma a acelerar os cédlculos de interacao entre as particulas. A ideia
principal do método é dividir a regiao de simulacao onde se encontram N particulas
em M x M’ diversas células menores, com arestas maiores ou iguais a r., de forma que
uma particula que se encontre em uma dada célula sé interaja com as particulas que se
encontrem na mesma célula e nas células adjacentes. Portanto, em um problema bidi-
mensional, por exemplo, existem aproximadamente N, = N/(M M’) particulas em cada
célula, e cada particula interage com as particulas que se encontram nas 9 células mais
préximas, incluindo a célula em que a particula se encontra. Utilizando esse método em
duas dimensoes, precisamos examinar apenas 9N N, pares de particulas (ou a metade desse
nimero se usarmos a terceira lei de Newton a nosso favor), em contraste com 3N (N — 1)
pares utilizando o método convencional com ajuda da terceira lei [60], aumentando con-

sideravelmente a vantagem da utilizacao do método a medida que aumentamos o niimero
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total de células (M M') para um dado numero de particulas. A seguir apresentamos a

ideia basica do algoritmo para a implementagao do método:

para (todos os pares de células vizinhas, C; e C;) faca
para (todas as particulas i pertencentes a C;) faga
para (todas as particulas j pertencentes a C;) faga
2 _ 2
r* = |[[r; — x|
se r2 < r.2 entao
Calcula a interacao entre ¢ e j
Armazena a forca que i e j experimentam
fim se
fim para
fim para
fim para

Como foi mencionado anteriormente, as particulas de uma dada célula interagem
somente com as particulas contidas na mesma célula e nas células vizinhas. Para que isso
seja realizado, é necessario sabermos quais particulas estao em uma determinada célula.
Para solucionar esse problema, utilizamos dois vetores, sendo um com a mesma dimensao
do ntimero total de células para guardar o nimero da primeira particula que entrou em
uma dada célula, e outro com a mesma dimensao do niimero total de particulas, que nos
da a informacao sobre para qual particula uma dada particula aponta. Essa construgao
¢é feita de modo que, a partir do conhecimento de qual particula entrou primeiro em
determinada célula, podemos combinar os dois vetores de forma que saibamos todas as
particulas que entraram naquela célula, conhecendo assim, quais particulas devem ser
levadas em consideragao e evitando que se perca tempo computacional com particulas
que tenham contribuicao irrelevante para as forcas que desejamos calcular. Para mais

detalhes, veja o capitulo 5 da referéncia [60] e o capitulo 3 da referéncia [66].

No caso de simulacoes de Monte Carlo, a selecao da particula que a ser movida é dada
verificando-se uma célula e suas vizinhas, e ndo o sistema como um todo [60]. O método
cell-list tem sido usado com sucesso consideravel em simulagoes de problemas que exigem
um numero elevado de particulas, tais como em simulagoes de plasmas, galaxias e cristais

i6nicos [60].

A.1.3 Integrando as equacoes do movimento

Como sera discutido no préximo capitulo, para o caso superamortecido, o termo de
segunda ordem da segunda lei de Newton ¢é negligenciado e, portanto, a equacao a ser

integrada é de primeira ordem, o que torna o algoritmo de integracao mais simples. Para
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resolvé-la, utilizamos o método de Euler, que é o método mais simples para a resolucao

de problemas de valor inicial descritos por equagoes diferenciais de primeira ordem.

Para calcular as forcas que atuam em uma determinada particula, utilizamos a equacgao
do movimento superamortecido, que sera apresentada na Secao 2.1 do proximo capitulo.
No nosso problema, existem duas forcas que atuam em uma dada particula: a forca de
interacao devido as outras particulas e a for¢ga de confinamento, que tende a concentrar
todas as particulas no centro da célula de simulagao. Dessa maneira, dada uma confi-
guracao de particulas em um instante de tempo t, calculamos a forca que cada particula
sofre, e armazenamos em um vetor cuja dimensao é igual ao nimero de particulas. Em
seguida, de posse desta informacao, calculamos o deslocamento que cada particula tera no
instante de tempo posterior utilizando o método de Euler, que sera explicado na préxima

secao.

Para o caso onde nao ha superamortecimento, tem-se que levar em conta o termo
de derivada segunda e resolver a equacao de Newton propriamente dita. Neste caso, é
mais recomendavel a utilizagao de métodos mais sofisticados, como o método de Gear de
ordem superior em At utilizando o algoritmo predictor-corrector, Velocity-Verlet, dentre

outros [66, 67].

A.1.4 Distribuicoes nao-uniformes

Existem algumas situagoes em que é preciso gerar nimeros aleatorios em uma dis-
tribuicao nao-uniforme, como uma distribuicao Gaussiana, por exemplo!®. Este é o caso
quando se deseja simular um sistema de particulas em um ensemble candnico sujeito a

uma temperatura fixa.

A.1.4.1 O método Box-Muller

O método Box-Muller (também chamado de transformagao de Box-Muller) é uma ma-
neira proposta em 1958 por G. E. P. Box e M. E. Muller [69] de se gerar niimeros seguindo
uma distribuicdo Gaussiana de média 0 e variancia unitdria a partir de niimeros unifor-
memente distribuidos. O método consiste originalmente em tomar duas distribuicoes
uniformes, u e v, no intervalo [0, 1] e mapear em duas amostras de pontos, z e y, seguindo

distribuicoes Gaussianas. Mais precisamente, as equagoes que geram x e y a partir de u

10Para mais detalhes, veja a Referéncia [68].



85

e v Sao

r = R(u)cosO(v) e y= R(u)sinO(v), (A.1)

onde R*(u) = —2Inu e O(v) = 27mv. Como a variancia do ruido precisa ser igual a
29kpT(t — t') (equagao 1.10), e o método de Box-Muller gera nimeros aleatérios com
variancia unitaria e média nula, entao nas simulagoes de Dinamica Molecular, é necessario

multiplicar o nimero u por TAt a fim de simular a temperatura do meio.

A.2 Monte Carlo

As simulagbes computacionais nos permitem fazer experimentos numéricos e com-
parar com teorias aproximadas. O método de Monte Carlo é uma técnica que pode
ser utilizada para calcular propriedades de equilibrio de sistemas de muitos corpos [70].
Atualmente esse método tem sido uma ferramenta matematica comumente utilizada em
diversos segmentos da ciéncia e da engenharia para simular diversos problemas que podem
ser representados por processos estocasticos, isto é, processos que contém componentes
aleatorios que variam com o tempo. Na drea de Fisica Médica, por exemplo, simulagoes do
transporte de radiacao podem ser realizadas por meio deste método, bem como calculos de

dose absorvida e outras grandezas de interesse nas dreas de terapéutica e diagnéstico [71].

As bases do método ja eram conhecidas ha muito tempo, no entanto a técnica passou a
ser efetivamente utilizada somente nas ultimas décadas. A origem do nome do método se
deve pelo fato de as simulagoes estarem baseadas em eventos que ocorrem aleatoriamente.
Fazendo uma referéncia a famosa cidade de Monte Carlo, no Principado de Monaco,
mundialmente conhecida como a cidade dos cassinos, o método foi batizado com esse

nome durante o Projeto Manhattan na Segunda Guerra Mundial [71, 72].

Um exemplo muito comum de utilizacao desse método é para se calcular a area de
uma determinada superficie [73]. Suponha uma superficie de area S inclusa dentro de um
quadrado de lado unitério, como mostra a Figura 36a (em principio, poderiamos ter um

quadrado de lado L. A escolha para esta figura é uma mera questao de conveniéncia.).

Utilizando um gerador de ntimeros aleatérios, podemos sortear niimeros reais aleatérios
entre 0 e 1 nas coordenadas x e y, seguindo uma distribuicao uniforme, como ilustra a
Figura 36b. Se sorteassemos uma quantidade n muito grande de pontos, é de se esperar
que teriamos a area do quadrado completamente preenchida de pontos. A partir desta
configuracao, poderiamos contar quantos pontos n’ foram sorteados no interior da su-

perficie S, e a propor¢ao n’/n seria numericamente igual a area da superficie, S = n//n.
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Figura 36: Ilustragao do calculo de uma determinada area utilizando o método de Monte
Carlo. a) Uma dada superficie de area S contida dentro de um quadrado de lado unitario.
b) Sorteamos n pontos no interior do quadrado unitério.

Um caso particular bem conhecido é o célculo do 7 utilizando este método [74]. Nesse
caso, a superficie genérica das Figuras 36a e 36b é substituida por um circulo inscrito de
raio R igual & metade do lado L do quadrado (L = 2R), e a razao n’/n nos fornece a razao
entre a drea do circulo inscrito e a drea do quadrado, ou seja, S = wR?*/(4R?) = /4.

Desse modo, multiplicando-se o resultado por 4, pode-se estimar o m com boa precisao!®.

Com este exemplo, podemos afirmar que o método de Monte Carlo consiste basica-
mente em uma maneira de calcular integrais utilizando amostras cujas distribuicoes sao
escolhidas. E um método extremamente geral, e seus principios bésicos nos permitem

resolver qualquer problema em fisica estatistica, em principio [74].

Na secao anterior, vimos que no método de Dinamica Molecular a simulagao ¢ baseada
nas equacoes do movimento para cada particula do sistema. O método de Monte Carlo,
por outro lado, gera uma série de estados microscopicos por meio de uma regra aleatéria
que nao depende das equacoes do movimento. Por ser um método que independe das
equacgoes do movimento, a simulacao nao se propoe a gerar a trajetoria de uma particula. E
um método que ignora as trajetorias naturais de um sistema em troca de uma amostragem
aleatoria que reproduz uma distribuicao de probabilidades com o objetivo de procurar
um estado de equilibrio termodinamico. Desse modo, o conceito de tempo explicito nao é
aplicavel [39] e, portanto, nao é adequado utilizar Monte Carlo quando se deseja estudar

propriedades dinamicas (dependentes do tempo) de um sistema fisico.

"Para mais detalhes, veja a Referéncia [74].
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A.2.1 O algoritmo de Metropolis

Se r; ¢ o vetor posicao de uma particula ¢ que compoe um conjunto de N particulas,
entao a energia de interacao total U entre todas particulas pode ser expressa como uma
fungdo U = U(ry,re,rs,...,ry). Se as varidveis constantes sao N, V e T (ensemble
candnico), a probabilidade de termos um estado microscépico entre as posigoes r; e r;+Ar;
(i=1,2,...,N) é dada por

(ry,r ry) = exp [-pU(ry, 12, ..., rN)]
p(ri,ro, ...,y J - Jyexp [=BU(ry, 1o, ...,ry)] drydry...dry

(A.2)

O algoritmo de Metropolis é um método de Monte Carlo em que a probabilidade de

transigao (p;;) de um estado ¢ para um estado j é dada por

17 s€ p]/p’L Z 1

Pij = (A.3)
{ pi/pis  se pj/pi <1

Ui=Ui)| Na prética, isto significa que se

onde p; é dado pela equacio (A.2) e p;/p; = e
a diferenca de energia entre os estados novo e atual for negativa (U; < U;), o estado j é
automaticamente aceito. Caso contrario, se o novo estado possuir uma energia superior a
energia do estado antigo (U; > U;), entdo o novo estado é aceito com uma probabilidade

igual a e #Ui=Ui),

A seguir apresentamos a ideia do algoritmo do método de Monte Carlo que foi imple-
mentado neste trabalho, chamado de algoritmo de Metropolis, em homenagem a Nicholas

C. Metropolis [61]:
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Define as posigoes r; de todas as particulas
Define um vetor de deslocamento méximo, d = (d,, d,, d.)
Define a temperatura do sistema, T’
Define o nimero méaximo de passos de Monte Carlo, 1,4z
Zera o contador de passos de Monte Carlo, 1y = 0
enquanto (ngep < Nimq,) faga
Escolhe uma particula aleatoria, ¢
Calcula a energia do sistema antes de mover i, Uy = V (r)
Gera trés numeros aleatérios, ay, as € ag, entre -1 e 1
Desloca a particula i de Ar = (a1d,, asdy, asd,): r; =r; + Ar
Calcula a energia do sistema depois de mover i, Uy = V(r)
Calcula AU = U, — Uy
se (AU < 0) entao
Aceita o estado
senao se (AU > 0) entao
Gera um numero aleatoério a entre 0 e 1
Aceita o estado somente se a < e~ 2U/(KT)
fim se
se (o estado for rejeitado) entao
Retorna ao estado anterior: r; = r; — Ar
fim se
Atualiza ngep = Nstep + 1
fim enquanto
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Apéndice B - Calculo aproximado de C)

Na Secao 3.1.1.2, mostramos os resultados de simulagao para um sistema bidimensio-
nal de particulas que interagem com um poténcia do tipo lei de poténcia, V(7). Naquela
segao, apresentamos a expressao para o coeficiente C), equagao (3.13), que pode ser rees-

crita como

Oy = 3%(2 + )\)/\80)‘ Z (%>—>\‘ B.1)

95+3

Como foi comentado naquela secao, esse coeficiente estd presente no calculo de ay(p) e,
consequentemente, no calculo da energia de interagao de uma particula qualquer (particula
“central”) que se localiza em uma rede triangular de particulas, cujo parametro ¢é igual a
¢. Sendo r, o médulo da distancia entre a particula e outra particula (vértice) da rede,

temos que 7, o< /.

Para calcular um valor aproximado de C), podemos efetuar o somatorio que aparece
na equagao (B.1) para os vértices mais préximos da particula central. A Figura 37 ilustra
uma rede triangular de particulas, representadas por circulos, onde a particula central esta
representada por um circulo branco no centro da figura. Para efetuar o somatorio, vamos
considerar apenas as particulas mais préximas, representadas pelos circulos preenchidos.
O ndmero no interior de cada circulo representa a razao (r,/f), onde ¢ é o parametro
da rede e r, é o médulo da distancia da particula central até uma dada outra particula

(vértice) da rede.
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Figura 37: Rede triangular de particulas, representadas por circulos. Os vizinhos da
particula central a serem considerados no calculo aproximado de C'y estao preenchidos na
figura. Sendo 7, o médulo da distancia entre uma dada particula (vértice da rede) e a
particula central, o niimero no interior de cada circulo representa a razao (r,/¢), onde ¢
é o parametro da rede.

A partir da figura, podemos observar que existem 6 particulas a uma distancia ¢ da
particula central, outras 6 particulas a uma distancia v/3¢ da particula central, e assim
por diante. Desse modo, a contribuicao no somatério das primeiras particulas vizinhas
¢ igual a 6, enquanto que as préximas 6 vizinhas contribuem com 6\/5_/\. Considerando
apenas as particulas mais proximas da particula central, podemos escrever o somatorio
da equagao (B.1) como

> (%})_A ~6(1+V3 2 2vT 3. (B.2)

Sendo assim, o coeficiente C da equacao (B.1) é aproximadamente igual a

A

33(2 + \)Aeo? _ _

Oy~ 6o ;+§ 7 (1+\/§ Yooy A+3—A), (B.3)
2

que sao os valores apresentados na Tabela 2 da mesma secao, e utilizados nas curvas



tracejadas do modelo continuo da Figura 16 por meio da equacao (3.12),

A X

2
p(x) = | po _ﬁth(m)
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We propose a general coarse-graining method to derive a continuity equation that describes any dissipative
system of repulsive particles interacting through short-ranged potentials. In our approach, the effect of particle-
particle correlations is incorporated to the overall balance of energy, and a nonlinear diffusion equation is
obtained to represent the overdamped dynamics. In particular, when the repulsive interaction potential is a short-
ranged power law, our approach reveals a distinctive correspondence between particle-particle energy and the
generalized thermostatistics of Tsallis for any nonpositive value of the entropic index g. Our methodology can
also be applied to microscopic models of superconducting vortices and complex plasma, where particle-particle
correlations are pronounced at low concentrations. The resulting continuum descriptions provide elucidating and
useful insights on the microdynamical behavior of these physical systems. The consistency of our approach is
demonstrated by comparison with molecular dynamics simulations.

DOI: 10.1103/PhysRevE.93.060103

Dissipative systems of repulsive particles can be represen-
tative of many physical phenomena in nature. For instance,
type-Il superconductors can be populated by vortices of
supercurrents that pierce the system in the direction of the
applied magnetic field [1]. These vortices can be considered
as single particles, and will dissipate energy as long as they
move [2-6]. Another notable example is complex plasma [7,8],
where charged microparticles are immersed in an ionized gas.
The free charges in the plasma screen the electric repulsion
between particles, and electromechanical couplings between
particles and media act as a drag force to the movement [7].
Colloidal systems are also well described with such approach
[9,10].

A general equation of motion for systems of interacting
particles in a dissipative media can be written as

d

Vi
it =Dy Y Fe = yvi +V2yks T, (D
J e

d

where v; is the velocity of a single particle i. The first
summation in Eq. (1) goes over the forces due to other particles.
We refer to the effect of the other particles in the system
as the internal force Fiy = > j F;;. The second summation
in Eq. (1) accounts for the action of external fields on the
particle, for instance, the electric and gravitational fields in
the case of complex plasma, or applied electric currents in the
case of superconducting vortices. We use Fex(r;) = Ze F,
to represent the external forces acting on the particle. The
term —yv; describes the dissipative force, and /2y kT n;(t)
represents the thermal noise. Often in such systems inertial
effects can be neglected, when compared to the other terms.
In these situations, the system is said to obey an overdamped
dynamics. Also, in situations where thermal effects can be
neglected, one has the velocity of a particle proportional to the
resultant force acting on it,

yvi =F,, ()

where F; = Feyt + Fipe.

Solving the equations of motion for a macroscopic system
can be unpractical. One possible approach is to describe the
system by a “coarse-grained” continuous function p(r,?) such

2470-0045/2016/93(6)/060103(5)
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that po(r,7)dv is the number of particles in the volume dv, at
any time ¢ and position r. Since the number of particles is
conserved, continuity holds, dp(r,t)/dt = —V - J(r,t), where
J(r,t) = p(r,1)v(r), with the field v(r) giving the velocity of
the particles in dv. The velocity field should be proportional to
the resultant force field f; = fox + fin; acting on each particle
near r. While the external force may depend explicitly on
the position, fexi = Fext(r), in order to determine the force
due to particle-particle interactions fi,,, it is necessary to
know the particle concentration profile. Previous efforts in
this direction [11] have considered that the internal force
should be proportional to the concentration gradient, fi, =
—aVp. Here we show that this expression remains valid
only if particle-particle correlations are unimportant. We then
generalize the approach developed in [11] by disclosing an
analytical formalism to account for these correlations in terms
of a continuum model, with the only restriction being that the
interaction potential decreases fast enough to be considered
short range. We demonstrate the usefulness of our approach
by comparing its predictions with the results from numerical
simulations.

To devise our continuum approach, we note that the
potential energy of a particle U; should be a function of
the local concentration and its derivatives. Under conditions
where the interaction has a finite range of action, and
V p(r) varies slowly enough to be considered constant within
this interaction range, it is reasonable to disregard higher
derivatives and use a first order expansion to describe the
surrounding concentration, p(r) = p(0,1) + 1 - V o(r,1)|r=0).
Moreover, for repulsive interactions, the state of minimum
energy is always homogeneous, therefore any contribution of
V p to the energy U, should be in second order. We conclude
that, in a first order approximation, the potential energy of a
single particle is a function of the local concentration only,
Uy =Ui(p).

In our continuum description the total potential energy is

UT Z/p(rvt)Ul[p(r’t)]dv9 (3)

where the integral is done over the volume of the system.
Considering that the single particle potential energy U,

©2016 American Physical Society
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depends implicitly on time through o(r,?), the time variation
of the total potential energy is

dUT 8;0 dUl
T _ [ 2y, 4 oS . 4
= /8t(l+pdp)v )

Let us define W(r) as the term between parenthesis in
Eq. (4). The continuity equation together with the identity
WV .- J=V.(JW)—J- VW split Eq. (4) into two integrals.
From the Gauss theorem, as long as there is no current J
entering the border of the system, the integral of V - (JW)
vanishes, resulting in

dUT dUl
7 /J ( 1+,0dp> v 4)

On the other hand, the variation of the potential energy is given
by the dissipated power, dUr /dt = — )", F; - v;, which in the
continuum description can be expressed as

dUr
= —/J-fldv, (©6)

where we use J = pv. Comparing Egs. (5) and (6) we find

du,
fi=-V{(U +p— ). (N
dp

Considering U; = Uex((r) + Uine(p), we obtain f; = foyq + fing,
with fog; = —VUey, and

fim = _VUim = —a(P)VP, (8)
with
dUint dzUint
= 2 . 9
a(p) ap i )

Therefore, the function a(p), and consequently the force fiy,
are determined from the dependence of the particle-particle
potential energy Ui, on the concentration p. Including this in
the continuity equation, we obtain

ap
Yo, = =V - {plfex. —a(p)Vpl}, (10)
where the nonlinear term a(p)pV p = —pfiy accounts for the

contribution of the interparticle forces to the local current.
The particle-particle interaction energy will depend on the
concentration around a given particle as

Uine = %/p/(l‘,t)V(r)dv, Y

where p'(r,1) is the expected particle concentration at a point
displaced by r from a central particle, and V (r) is a repulsive
radial interaction potential. A simple approximation to the
potential energy Uiy is obtained by disregarding particle-
particle correlations and assuming that the concentration
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PHYSICAL REVIEW E 93, 060103(R) (2016)

p' = p is a constant within the range of the potential, leading
to

Q o0
- 2” / V(ryrP=dr, (12)
0

where D is the dimensionality of the system. In two dimensions
Q, =2m is the angle of a circumference, while in three
dimensions €23 = 4 is the solid angle of a sphere. Substituting
Eq. (12) for Uiy in Eq. (9), we conclude that a is a constant,
and the internal force is proportional to the local gradient as

o0
fin = —V,OQD/ V(ryrPldr. (13)
0
For the two-dimensional case, Eq. (13) is consistent with the
form proposed in [11,12]. As already mentioned, this approach
disregards particle-particle correlations that could be relevant,
and therefore it is a good approximation only under certain
conditions.

As amatter of fact, dissipative systems of repulsive particles
tend to form structural lattices with at least local order. The
effect of the local correlations is esspecially important for
interactions in the fashion of a power law, Vi (r) = e(r/ o).
If the exponent A is large enough, A > D, the force is short
ranged [i.e., the integral in Eq. (13) does not diverge for large
distances, r — oo], however, it diverges at r — 0. It is not
likely, however, that two repulsive particles in a dissipative
medium will ever collide, therefore this divergence is not
physical. A possible way to deal with correlations would be
to consider an exclusion region of finite radius r, around each
particle, which becomes smaller as the concentration grows,
o = ap~ /P In this way, the integral (13) can be written as

o0

£ = —VpQD/ V(rrPldr, (14)

ap=1/P
where the force fiy, is still proportional to the gradient, but now
with a = a(p), since the exclusion radius r, depends on p. For
the case of a power-law potential, a(p) becomes finite and is
given by

AnD—)
eoo (./D)—1
b

A—D (15)

ax(p) = Qp
with the condition A > D. Although this is just a qualitative
correction, it clearly shows that particle-particle correlations
affect the resultant force. Moreover, it also indicates that these
effects may be accounted for in a continuum model through
replacement of the constant a by the function a(p). In what
follows we propose a general way to obtain an estimate of the
function a(p).

Due to the dissipative medium, the particles will form
configurations of low potential energy. The least-energy state,
or ground state, depends on the form of the interaction, and on
the particle concentration. However, for repulsive interactions,
this ground state should be homogeneous, Vp = 0. Also,
often the ground state is a regular lattice. We propose that
the structure formed by the particles in the ground state could
be used to calculate the single particle energy,

1
Unn(p) = 5 3 V(o). (16)

060103-2
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where V(r) is the pair interaction potential, and the sum is
over the vertices v of the homogeneous lattice. Considering
the case of a binding potential, where V(r) changes from
repulsive to attractive with the distance r, we would have
a nonmonotonic U, with a minimum at some value p # 0.
This leads to a negative a(p) with particles moving from lower
to higher concentrations, aggregating in clusters. In this case,
our assumption of a slowing varying concentration should not
be applicable.

The dependence on p is implicit in the positions r,. To
compute the variation d Uy, /dp it is useful to consider that the
lattice parameter of the homogeneous lattice should depend
on the concentration £ ~ p~'/? = (d€/dp) = —£/Dp. Note
also that the positions of the vertices are proportional to ¢,
that is, dr,/d{ = r,/€. We can use this to differentiate any
function in the form G(p) = )_, g(r,), leading to dG/dp =
—(1/Dp) Y, rvldg(ry)/dry]. From the derivatives of Uiy in
Eq. (9), we obtain

a(p) = Z rl(D = Df(ry) —ro f'r)l. (A7)

1
2D%p .
From Eq. (17), the internal force over a particle is obtained
from the surrounding concentration of particles p and local
gradient concentration Vp. The sum in Eq. (17) goes over
all the vertices of a homogeneous lattice of concentration
p, and includes terms on the magnitude of interaction force
f =—dV/dr as well as its derivative f’ = df/dr. For
most interaction potentials, this sum cannot be analytically
determined. However, knowing the homogeneous lattice and
interaction, it is a simple task to use Eq. (17) to obtain a(p)
numerically for any concentration.

In the case of a two-dimensional system of particles
interacting through a power law, V,(r) = eo*r=*, for all
concentrations the homogeneous system rests in a triangular
lattice with lattice parameter £ = 2'/2/(3!/4p!/2), leading to

3442 + M)reot AN
_ ,/2)—1 AR —_
a(p) =p [ 2G/2+3 § (r) . (1)

v

Note that the positions of the vertices r, are proportional to £,
therefore the terms in the sum of Eq. (18) are independent on
p, which is consistent with our qualitative prediction, Eq. (15).
We now test our approach by comparing its predictions
with numerical simulations. In our first test we let N particles
interact in a two-dimensional system, confined in the x
direction by an external potential Uy (x), and with periodic
boundary conditions in the y direction. We stop our simulation
when the system reaches mechanical equilibrium, that is,

dp dUcx(x) _
dx dx -

One can then determine p(x) by solving Eq. (19) with
the condition L, f pdx = N, where L, is the transverse
dimension of the simulation cell. For the case of a power-law
interaction, V;(r) = eo*r™*, a,(p) can be obtained from
Eq. (18), and the solution of Eq. (19) is

Fint + Fext = —a(p) 0. (19)

A 2/
A~ Uext(x):| ) (20)

— A2 _
p(x) [pa 3G,
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FIG. 1. Density profiles at the stationary state obtained from
simulations (symbols). We consider two-dimensional systems of
N = 900 particles interacting through a power-law repulsive potential
Vi(r) = eo’r~*. In the x direction, the particles are confined by a
quadratic potential Uey(x) = kx?/2, with k = 10g0=2. In the y
direction the simulation cell has a dimension L, = 600, with periodic
boundary conditions. We present results for simulations of this system
considering three different values of A. The dashed lines represent the
results of the continuum model via Eq. (20).

where we define the parameter independent on p, C, =
a,(p)p'~*/2. Figure 1 shows that Eq. (20) follows closely the
results from numerical simulations for different values of A.
In our results, positions are expressed in units of ¢ and the
concentration p is expressed in units of o =",

For systems of particles interacting through power-law po-
tentials, the density of energy is a power of the concentration,
oUini(p) ~ p'™/P_In this case, considering ¢ =1 — A/D,
the internal energy density, minimized by the overdamped
dynamics has a correspondence with the density of entropy
in the framework of the generalized Tsallis thermostatistics,
sq(p) = (p* 1 — p)/(q — 1) [13], that should therefore be
maximized. In fact, taking the same steps followed in [14],
and first introduced in [15], it is possible to show that,
as long as a(p) ~ p?*/P~1 as in Eq. (18), Eq. (10) will
drive the system towards an equilibrium state described
by Tsallis distribution P,(r) ~ [1 — (1 — q)BUex(r)]"/1—9
[16-18], thus generalizing the previous result of [14,19] for
any g < 0.

Next, we show applications of our approach to models
of two physical systems, namely, superconducting vortices
and complex plasma. In type-II superconductors the magnetic
flux is confined to small regions of the superconductor, each
region being a vortex of super-currents carrying one quanta of
magnetic flux. Since the vortices cross the sample system in
the direction of the applied magnetic field, this corresponds
to a quasi-two-dimensional system. Interacting through the
so-called London potential [1,5], Vs(r) = eKo(%), vortices
dissipate energy when moving. The least-energy state of this
system is a triangular lattice, also called the Abrikosov lattice
[20]. Figure 2 shows the function a(p), computed through
Eq. (17), for this system. For larger concentrations (p > o ~2)
one sees that the function saturates at the value predicted
by Eq. (13), namely, a = 27 e0?. However, for smaller con-
centrations the particle-particle correlations become relevant
and a(p) goes to zero as p decreases. We test this result by
simulating systems confined in one direction by a potential
U(x) = kx?/2, and with periodic boundary condition in the
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FIG. 2. The function a(p) = |fi|/|V p| as determined through
Eq. (17). Two systems are investigated, namely, complex
plasma particles interacting through the Yukawa potential, Vy =
eo exp(—r/o)/r, and forming hexagonal close-packed (hcp) lattices
in three dimensions; superconducting vortices interacting through
the London potential, Vs = eKy(r/o), and forming triangular
(Abrikosov) lattices. As indicated by the dashed lines, for high
enough concentrations, p > o2, the curves converge to the value
given by Eq. (13), a = 4weo® and a = 2mec?, for the three- and
two-dimensional systems, respectively.
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other direction. Figure 3 displays the solutions of Eq. (19)
with the function a(p) computed for this particular system,
and shows that they closely follow the results from numerical
simulations.

The other physical system we investigate is a complex
plasma, namely, a colloidal mixture of microscopic charged
particles suspended in an ionized gas. The free charges in
the gas screen the Coulomb interaction, and the Yukawa
potential, Vy = eo exp(—r/o)/r, is a good model for the
repulsion between these colloidal particles [21]. Considering
that the ground state of this system is an hcp lattice [22,23],
we can compute the function a(p) as also shown in Fig. 2.
Similarly to the case of type-II superconducting vortices, for
p > o3, the function converges to a = 4meo3, in agreement
with Eq. (13), while going to zero as the concentration p
decreases. To test this result, we simulate a three-dimensional
system of such particles under the action of an external
potential Uey(r) = kr?/2 confining the particles in all three
dimensions. As before, Eq. (19) is numerically solved, but the
normalization must be imposed by 47 [ p(r)r’dr = N.
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FIG. 3. Density profile at the stationary state obtained from
simulations (symbols) for the London potential (N =800, L, =
200) for three different values of k. The dashed curves represent
the predictions of the continuum model.
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FIG. 4. Density profiles at the stationary state obtained from
simulations (symbols). We consider three-dimensional systems of
N =400000 particles interacting through the Yukawa potential,
Vy = ¢0 exp(—r/o)/r. The particles are confined by a quadratic
potential, Uey (1) = kr?/2, with results for three different values of k.
The dashed lines represent the predictions of the continuum model.

The comparisons between numerical simulations and the
theoretical predictions for the case of complex plasmas are
shown in Fig. 4. For the bulk of the system we observe good
agreement between theory and simulation, but at the edge of
the density profile there is a notable deviation. To understand
this deviation, note that we assumed in our approach that
the particle concentration gradient varies slowly within the
effective range of the interaction potential. Since there is
no negative concentration, this assumption fails when the
distance to the edge of the profile p/|Vp| is smaller than
the characteristic interaction length o. Thus, at the edge of the
profile a continuum description should demand higher orders
of approximation. However, this effect becomes negligible in
systems where the density profile is not subjected to a strong
confinement [24].

In summary, we introduced a general approach to build
continuum models for systems of repulsive particles in
dissipative media. For the two physical systems investigated
here, namely, superconducting vortices and complex plasma,
we show how the function a(p), relating the gradient of
concentration to the force, converges at high concentrations
(p > 07P) to the value predicted by Eq. (13). Therefore, the
assumption of a constant ratio of force to gradient represents a
good approximation for several cases of interest, especially
for highly concentrated systems [11,12]. However, higher
concentrations may be a practical impossibility, especially in
the case of superconducting vortices, where the critical field
imposes a constraint in the maximum concentration of vortices
[1]. For systems of low concentration, or for interactions such
as power laws, where Eq. (13) diverges, it is necessary to
account for the variation of the ratio a(p) with concentration, as
proposed here. Although we investigated only regular lattices
at T = 0, this approach could be applied also for disordered
cases, such as glassy systems or systems perturbed by thermal
effects, by properly computing the average interaction energy
per particle Uiy (p) over the accessible states.
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