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841232 = 2738 + 1424,
1424 = 2136 − 34,

34 = 2232 − 2.
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841232 = 2738 + 1424,
1424 = 2136 − 34,

34 = 33 + 7,
7 = 32 − 2,
2 = 31 − 1.
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 �	 �	�����	
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� � ������
�� �		 8����	� = �
� @�

1� 5����	� �	���	 ��	 �����	4��� �5 � ������ �������������
� �
	 �����

�� �� �	���	 ��	 
���	� �5 �������
�� ���� �� ��
���0	 ��	 �	
���� �5 
���
	4��
���
�� . ���
���� �������� �� ����	�	 ���� ���� �� �� 	
����	 ��	 �	�
�5 �������	 ��	3��	
��� ����� �������	�� �	�
� ���
� ��	����������
��

� ���	�������
��� ��� ���� �	���� ����
��
	��
��

?	 ����	�� �� ��	 ��	����������
� �
 ��� ����� 1�	 A��� ��	�� �����
�����	� �
�� �� �����	����	 ����
�� ��
 �	 ��	�	� �� � �������	
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 ��������� �� ������	 (w1, w2)������	�
���	 ����
�� ?	 ��	�	
� � ���	 �	
	��� �	����
 �
 ��	 5������
�� ��� .����
����� C� �		 F	���2 # 9�: 5�� ��	��A� ������	�	
�� �� (w1, w2)������	�
���	 ����
�� .��� � �	5���������� ������ �������������
 ��������� ��
 	�����
�	 �	���	� 5��� ���� �	����� ��� .�������� =�

1�	 �	��
� ��	� �� �����
 �����	� 
��� 	4��
���
� �� �� �	
	����0	
��	 ��
��� �	���� ���� ���� �
� �	� �5 ��	3��	
�� �� �����	��

�	� �������� ����

�
 � (w1, w2)������	����	 ����
 	4��
���
� ��	 ��	3��	
�� ��	 ���
	� ����
	�� �5 2 �� 3� ��
���	��
� ���	� �	�� S �5 ��	3��	
��� 5�� �
���
�	 ��� �
�
�	�	�� ������	 ���� 3� ������ 5����	� �	���	 ��	 ��	���	 �	
��� �5 
���
	4��
���
�� ?	 ���� ���� �������� 	��	��	� ���� �
� �	
��	 �� �� S�

����

������� �	 +	 ��!	 841232 = 2738 + 5 × 2532 − 24. *�	 	����	��

���� ��� �	��	�
��� 
	)�	��	
# ��� ��	 	����
��� ��
 ���� ���		 �	��
�
 

����� ���� [5]P �
 ��	������	�# �� �
 ��

���	 �� ������ [841232]P �


[24]
(
[2132]([2436]P + [5]P ) − P

)

���� 7 ��������
# 8 ��������
# ��� ���� 2 ��������


1��� �����	�� �����	� �� �
� 2�
� �5 
��� 	4��
���
� �
 ��	 5������
�
�� �	 ��	�	
� � ��		������	 ��������� �� ������	 	4�	
�	� �����	����	
����
��

�	
����
� �� 6,������ �	����(���� �'�
� ������ ���	�
�'�

������ � �	�
�
�� 
������ n� � ��������� a0 ���' �'�� a0 � �log2 n�� ���
� ��� S �	���
�
�� 1-

������� 2'��� ��������� (di, ai, bi)1�i�� ���' �'�� n =
∑�

i=1 di2
ai3bi

.
�' |di| ∈ S � a1 � a2 � · · · � a�� ��� b1 � b2 � · · · � b�-

1. b0 ← �(log2 n− a0) log2 3� 7!�� �����5 $ *

+8

2. i← 1 ��� t← n

3. s← 1 7�	 5��� ����5 	
 �'� �
��8

4. �
�	� t > 0 ��

5. 9�� �'� ���� ����	,
���
	� z = di2
ai3bi 	
 t

.
�' di ∈ S � 0 � ai � ai−1� ��� 0 � bi � bi−1

6. di ← s× di

#



7. �� t < z �
�� s← −s

8. t← |t− z|
9. i← i + 1

10. return (di, ai, bi)


����
�  	

9�: .�������� C ����	��	� ��	 ���� �5 n 5��� �	5����������� �� �	���
��	�
��
�	 ��	 ����	����	 ����	� �5 t 5��� � �������� �	��	���
� �	B�	
�	�

9��: 1�	 �����	�	�� a0 �
� b0 ��	 �	��	����	�� ��	 ����	�� ���	� �5 2 �
�
3 �����	� �
 ��	 	4��
���
� 1�	�� ����	� ���	 � ��	�� �
(�	
�	 �
 ��	
�	
���� �5 ��	 	4��
���
� ��� �	����
 / 5�� �	������

9���: 1� ������	 
����� 
��� �	B�	
�	� �
��	�� �5 �����	����	 ����
��
�	����	 ��	 ��� ��
�����
� 0 � ai � ai−1� 0 � bi � bi−1 �
 ��	� / ��
0 � ai � a0 �
� 0 � bi � b0�

9��: �
 ��	 5������
�� �	 	4����
 ��� �� A
� ��	 �	�� �����4������
 di2ai3bi

�5 t �
 � �	�� 	3��	
� ���� �
 �������
� ��	 ������	� �	���� ��� �
���	������	4��� ���� �� ���
�� �
�	�	
�	
� �5 ��	 ��0	 �5 S �
� 
��
���	���� ���������
�� �� �� �� ���� � 
�G�	 �	����� �		 �	����
 @ 5��
�	������

9�: 1� �����
 (w1, w2)������	����	 ����
�� ������ 	
���	 ���� S ��
���
�
�
�� ���	�� 2 �
� 3� *��	�	�� ��	�	 �� � ���	 	3��	
� ���� 8�����
�
������	 ��� 	4��� �������	� a��� �
� b���� �
������� �	� �� a0 �
�
b0 �	��	����	��� 1�	
 �
 ��	� /� �	���� 5�� ��	 �	�� �����4������

z �5 t �5 ��	 5��� 2ai3bi ���� (ai, bi) ∈ [0, a��� + w1] × [0, b��� +
w2] \ [a��� + 1, a��� + w1] × [b��� + 1, b��� + w2]� �
 ���	� ������
�	 ����� �
	 	4��
	
� �� �	 �������� ����	� ���
 ��� ����	
� ��4����
���
�� ��� ��	 9	4�	����
��: ��������
 ��	�	 ai > a��� �
� bi >
b��� �������
	����� �� 5������	
� ;��	����	� �	 ������ �	 �����	� ��
�
����	 �
 S �������� �5 ���	�� �5 2 �
� 3 �
� �
��	��	 ������������
��	 
���	� �5 ��	����������
�� ;
�	 ��	 �	�� �����4������
 ��� �		

5��
�� �5 ai �� ����	� ���
 a���� ��	
 ai �� ���
�	� �� a��� ����	 di �� �	�
�� 2ai−a��� � �5 bi �� ����	� ���
 b���� ��	
 bi �� ���
�	� �� b��� ����	
di �� �	� �� 3bi−b��� � 8�
����� �� a��� ← min(ai, a���) �
� b��� ←
min(bi, b���) �
� ��	 �	�� �5 ��	 .�������� �	���
� �
���
�	��

9��: �4����	� �5 �	�� S ��	� �
 �	����
 / ��	 ��� ����	� �5 {1, 5, 7, 11, 13,
17, 19, 23, 25}�

?	 
�� ���	 �
 ��������� �� ������	 � ������ �������������
 5��� ��	
	4��
���
 �	���
	� �� .�������� C�

%



�	
����
� �� 6,������ �	����(���� �'�
� ������ ����
��
���
	�

������ � �	
�� P 	� �� ���
��
� ����� E� � �	�
�
�� 
������ n �����������
�� �'� �������� (di, ai, bi)1�i�� �� �������� �� ���	�
�'� :� ��� �'�
�	
��� [k]P 
	� ���' k ∈ S -
������� 2'� �	
�� [n]P 	� E-

1. T ← OE 7OE 
� �'� �	
�� �� 
�9�
�� 	� E8

2. ��� a�+1 ← 0 ��� b�+1 ← 0

3. ��� i = 1 �� � ��

4. T ← T ⊕ [di]P

5. T ← [2ai−ai+13bi−bi+1 ]T

6. return T

������� !	 ��� n = 841232# ��	 
	)�	��	 �	����	� ��  �������� . ����
a0 = 8# b0 = 8# ��� S = {1, 5} �
 (1, 7, 8), (5, 5, 2), (−1, 4, 0)� �	�� *���	

���
 ��	 ���	��	����	 !���	
 �� T ��  �������� . ��	� �� �
 �����	� ��
��	 
	)�	��	 ���!	� *�	 ����������� �
 ��	 
��	 �
 �� -�����	 /�

� di ai − ai+1 bi − bi+1 T

1 1 2 6 [2236]P

2 5 1 2 [2132]([2236]P + [5]P )

3 −1 4 0 [24]
(
[2132]([2236]P + [5]P )− P

)


����
 "	 *�	 �	���� �� ��	 ����� �	����	� ��  �������� 0 ��	����
�	�	����	
 ��	 �	��������	 ��  �������� .� 1��	!	�# �� ��	��
	 ����� �

����� 
� ���# 	!	� �� ��	 ��
	 �� 
����	 �����	
��
	 �����
� ��# �� ���


���	 ��� �����	��	 �
 ���� 	��������# ��� �����	
 . ��� '� 2��	 ���� �

��	�	���	 �	�	

��� �� 	
�����
� ��	 �����	���� ��  �������� .�

� �����������
�� ����	��

1��� ���� �	�����	� ��� �� 	3��	
��� ������	 ��	 �	�� �����4������

�5 �
� �
�	�	� n �
 �	��� �5 d12a13b1 5�� ���	 d1 ∈ S� a1 � a0� �
�
b1 � b0� 1�	 �	���� ���2� �
 ��	 ��
��� �	��	�	
�����
 �5 n �	
��	� ��
(n)2� �� ��	���	� �
 ��	 ���� ���
�A��
� ���� �5 n �
� ��	� ��	 5��� ���� �
�������������
 �� 2 �� � �����	 ���5��

1� ��2	 ���
�� ��	��� �	� �� 	4����
 ��	 ��������� ��	
 S = {1}�
8����� ��2	 � �������	 ���
� B �
� 5��� � �������	
���
�� ����� �5 ��0	

"



(B + 1) × 2� 8�� 	��� b ∈ [0, B]� ��	 ����	���
��
� ��� �	���� ��
���
�
[(3b)2, b]� 1�	
 ���� ���� ����� ���� �	��	�� �� ��	 A��� �����
	
� ���
�
�	4���������� ���	� �	
��	� �� � �
� ����	 ��	 �	�����

1� ������	 �
 �����4������
 �5 n �
 �	��� �5 2a13b1 ���� a1 � a0

�
� b1 � b0� A
� ��	 ��� �	����� v1 �
� v2 ���� ���� v1[1] � (n)2 � v2[1]�
1��� ��
 �	 ��
	 ���� � ��
��� �	���� �
 O(log B) ��	�����
��

1�	 
	4� ��	� �� �� A
� ��	 A��� �	���� v′1 ���� �� �	5��	 v1 �
 ��	
����	� ����� �
� ���� �� �������	 5�� ��	 �����4������
� !��	 ��	���	���
�	 �	B���	 ����6

• ��	 ��E	�	
�	 δ1 �	��		
 ��	 ��
��� �	
��� �5 n �
� ��	 �	
��� �5 v′1[1]
�����A	� 0 � δ1 � a0�

• ��	 ����	���
��
� ���	� �5 3� ��	� v′1[2]� �� �	�� ���
 b0�

1��� ��	�����
 �� �	�	��	� �� A
� ��	 A��� �	���� v′2 ���� �� �5�	� v2 �
�
5��A��� ��	 ���	 ��
�����
� �� ����	� 1�	 ���� ��	� �� �� �	���	 �����
�����4������
� 2δ13v′1[2] �� 2δ23v′2[2]� �� ����	� �� n�

�
 ���	 |S| > 1� ��	 �
�� ��E	�	
�	 �� ���� ��	 ����� �� �5 ��0	
(|S|(B +

1)
) × 3� ���� ��� �	���� �� �5 ��	 5��� [(d3b)2, b, d] 5�� d ∈ S �
� b ∈

[0, B]� .���
 ��	 ����� �� ����	� ���� �	��	�� �� ��	 A��� �����
	
� ���
�
�	4���������� ���	�� ���	 ���� ���������
� ��	 ��0	 �5 ��	 ����	 �� |S|
��� �
�� � 
	�������	 ������ �
 ��	 ���	 �����	4��� �5 ��	 ��
��� �	�����
�		 .��	
��4 .� 5�� � ��
��	�	 	4����	 �
� ���	 ������	�	
�� �� ����
���������

1��� �����4������
 �	���� �������	�� �	��	� �
 ��	 5���� ���� �	4��
��������� �
� 
������ ���	�� ��	 ��	 ���	 5�� ��
��� �	B�	
�	� �5 ��	
���	 �	
��� �
� ���� ���� �� �� 	��� �� ��)��� ��	 �	
��� �5 � �	B�	
�	 ��
���������
� �� �� ���	 ���	� �5 2� 1�	 	3��	
�� ���	� 5��� ��	 �����
�
��	�����
 9��
	 �
�	 �� ��	 �	��

�
�: ���� ������ �� �	���	�	 ����� ��	�
������	� ��
��� 	4��
���
� ��	 ����	 �� n� �� ���2�
� �
�� �� ��	 ����
���
�A��
� �����

8�� 	
����
�	
�� ���� ��
�����
	� �	����� �� ��� �	 ��3���� �� 	�	

���������	 �� ����	 ��	 5��� ����	� �
 ���� ���	� �	 ����	�� �� ��	������	
�
�� ��	 A��� ���	 �� ��	 A��� ��� ���	� �5 ��	 ��
��� 	4��
���
� �5 d3b

���	��	� ���� ��	�� ��
��� �	
���� 1��� �
5�������
 �� ��3��	
� �� A
�
��� �����4������
� A1� A2 �
 ��	 ����	 ���� ���� A1 � n � A2� ��
�	
��	 ��������� ��	���	� �
�� �
 ��	 ���� ���
�A��
� ����� *��	�	�� ����
�	��
�B�	 �� ���	 ���	���
����
� ��
�	 �� �� 
	�	����� �� �������� ������	
�� �	��� �
	 �����4������
 �
� ���	���	� ���	� �5 ��	 A��� ���� ��	 
��
	
���� �� �	���	 ����� �����4������
 �� ��	 ����	�� �� n�

�
 1���	 C� �	 ���	 ��	 ��	���	 ����
� �5 �	���� 9�
 ���	�: ����
�� �	B���	� �� ����	 ��	 �	����� ��	� 5�� ��	 �����4������
 5�� ��E	�	
�

&



����	� �5 B� 1��		 ��������
� ��	 �
�	������	�� ��	� ��	
 ��	 A��� ���	� ��	
A��� ��� ���	�� �
� ��	 5��� ��
��� 	4��
���
� d3b� 5�� d ∈ S �
� b � B
��	 ��	������	� �
� ����	��

)	��� B 0" "# ;" :## :0" :"# :;" 0##

S = {1}
%
��� ���� 33 65 96 127 158 190 221 251

%
��� �.	 ����� 54 111 167 223 279 336 392 446

%��� �,����
	� 85 293 626 1,084 1,663 2,367 3,195 4,108

S = {1, 5, 7}
%
��� ���� 111 214 317 420 523 627 730 829

%
��� �.	 ����� 178 356 534 712 890 1,069 1,247 1,418

%��� �,����
	� 286 939 1,962 3,357 5,122 7,261 9,769 12,527

S = {1, 5, 7, 11, 13}
%
��� ���� 185 357 529 701 873 1,045 1,216 1,381

%
��� �.	 ����� 300 597 894 1,191 1,488 1,785 2,081 2,366

%��� �,����
	� 491 1,589 3,305 5,642 8,598 12,173 16,364 20,972

S = {1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25}
%
��� ���� 334 643 952 1,262 1,571 1,881 2,190 2,487

%
��� �.	 ����� 545 1,079 1,613 2,148 2,682 3,217 3,751 4,264

%��� �,����
	� 906 2,909 6,026 10,255 15,596 22,056 29,630 37,947

���	� �� <���	������
	�� �
/� *
� �����+ 
	� ���
	�� �	���� B ��� ���� S

�		  
��DH' 5�� �
 ����	�	
�����
 �
 DH�H.F� �5 .�������� C ���
�
��	 �	��
�B�	� �	�����	� �
 ���� �	����
�

� ����� ��� �������

�
 ���� ����� �	 ��	�	
� ���	 �	��� ���� �	 ��
 �� 	������	 ��	 �	�	��
�	
�5 	4�	
�	� �����	����	 ����
� 5�� ������ �������������
� �
 �	
	��� �
�
��	���� 	������� ����	� �	A
	� ��	� Fp� 5�� p �5 ��0	 �	��		
 200 �
� 500
����� ���������
� ���� ��	 �	�� ����	�� 2
��
 �� 5��� �
�����
� ���.8w

�
� 
����� �����	����	 ����
� ��	 ���	
�

�
 ��	 5������
�� �	 �����	 ���� �	 ���	 ���		 ����� ��	�����
� �
 �
����	 E �� �	�5��� ������ �������������
�� 
��	�� �������
I����������
�
������
�� �
� ������
�� �
 ���
� 	��� �
	 �5 ��	�	 	������� ����	 ��	�����
�

C,



��
 �	 �		
 �� � �	B�	
�	 �5 �
�	����
� I� �������������
� M� �
� �B����
��
S �
 ��	 �
�	����
� A	�� Fp�

1�	�	 	4��� ��E	�	
� ����	�� �5 ������
��	� ���� ��E	�	
� �����	4�
���	�� 8�� ��
� ����5����� ���)	����	���2	 ������
��	� ��	 B���	 	3��	
�
��
�	 ��	� �� 
�� �	B���	 �
� A	�� �
�	����
 5�� �������
 �
� ������
�� ���
 
�,/' 5�� � ���������
� 1���� ��� �	��� ���� 
�� �
����	 �
� �
�	����
�
.���� �� 	��	 ���������
� �	��		
 ��E	�	
� ������ �������������
 �	���
���� �	 ���� ��2	 ��	 ���
���� ���������
 ���� S �� 	B�����	
� �� 0.8M�
1���� ��	 �����	4��� �5 � ������ �������������
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���	� �5 A	�� �������������
� �
�� �
� ���� �	 �	
��	� �� NM�
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���	��
� ��	���� 5�����	� �5
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��� ���
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� � ������
� 5�����	� �� �
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�
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��� 
��� ��� ��	�	 ���	�� 5������� �
����	� �� �	��� �
	 �
�	����
� ���
 �<�!,#'� ��� �	�	
���� �
 �
�	����
�5�		 ������
� 5������ ��� �		
 �	�
���	� 5�� <������
 ���)	����	 ������
��	�  
�!,/'� ;�� ���������
� ����
�	 ���	 ���
� ���� ����	�� ?����
 <������
 ������
��	�� � ���
� �	��	�
�	
�	� �� (X1 : Y1 : Z1) ����	���
�� �� ��	 �3
	 ���
� (X1/Z

2
1 , Y1/Z

3
1 )�

�5 Z1 �= 0� �
� �� ��	 ���
� �� �
A
��� OE ���	����	� . ������
� ��
 �	
��
	 ���� 4M + 6S� � ������
� ���� 10M + 6S �
� � ��4	� �������
� ��	�
�
 �������
 �	��		
 � ���
� �
 <������
 ������
��	� �
� �
 �3
	 ���
��
���
� 8M + 3S�

?��� ��	�	 �	���
��� �	 ������� �
 8����	 C� ��	 
���	� �5 �����������
���
� NM 
	�	����� �� ������	 � ������ �������������
 �
 � 200��� ����	
���� .�������� =� 5�� ��E	�	
� �����	� �5 a0 �
� ������� 
��� �	���
���� ���	��� �	 �
�	������	 �����	����	 ����
� �� �
  
�!,/'� ��
���
�����	����	 ����
� ���� 2 �
� 8 ��	����������
�� �
� 	4�	
�	� �����	�
���	 ����
� ���� S2 = {1, 5, 7} �
� S8 = {1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25}� ��
	4����
	� �
 �	����
 -�=� ���������
� ��	 ��
	 �
 1, 000 ��
��� 200���
������ �������	�� ���	 ���� ��	 ����� �5 ��	 ��	����������
� ��	 
�� �
�
����	� �
 ��	 �	������

8����	 C �
�����	� ���� a0 = 120 �� ����	 �� ��	 ������� �����	 5�� 	�	��
�	����� 1��� �����	� ���� ��	 ����	 �5 b0 ������ �	 �	� �� 51� �������
����������
� ���	 �		
 ��
	 5�� ��0	� �	��		
 250 �
� 500� �� ���	���
���� � �����	 �
� ���� �	������� �� ��
���0	 NM �� �� �	� a0 = �120 ×
size/200� �
� b0 �������
���� 1�	�	 ����	� �5 a0 �
� b0 ��	 ��	� �
 ��	
�	���
�	� 5�� ��0	� �
 [200, 500]�

CC



�
 8����	 =� �	 ������� ��	 ��	���	 �	
��� �5 ��E	�	
� 	4�	
�	� 
���
	4��
���
� �
 5�
����
 �5 ��	 ��0	 �5 ��	 ������ �������	 n� F	����� ����
���� ��	 �	
��� �5 � ������� �����	����	 ����
 �� �	���	� �� ���	 ���

25% ���� �
�� = ��	����������
� �
� �� 43% ���� " ��	����������
��

�
 1���	 /� �	 ���	 ��	 ��	���	 	4��
���
 �	
��� �� �� �	�� �� ��	
��4���� ���	� a1 9�	��� b1: �5 2 9�	��� 3: �
 ��	 	4��
���
 5�� ��E	��
	
� �	����� �
� ��E	�	
� ��0	�� 1�	 ������ #P �� 	B��� �� ��	 
���	�
�5 ��	������	� ���
�� 5�� � ���	
 �	���� �
� ��	 �	� Sm ��
���
� ��	
A��� m+1 	�	�	
�� �5 {1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25}� .���
� 1, 000 ��
���
�
�	�	�� ���	 �		
 ��
���	�	� �
 	��� ���	�

�
 1���	 #� �	 ���	 ��	 ����	���
��
� �����	4���	� �
 �	��� �5 ��	

���	� �5 �������������
� �
� ��	 ���
 ���� �	 ��
 	4�	�� ���� �	��	��
�� � ��
��� �.8 �	���� �
�����
� ��	 ���	 
���	� �5 ��	����������
��

�	� ���$��� $%�&��

������� ����������
� ���	 �		
 �	�5���	� 5�� ��	 5����� �5 ��	���� ����	�
�	�����	� �
  
�$,#' ��	�	 � ������
� ��
 �	 ������	� ���� 6M+6S� 1�	
�����	4���	� �5 � ������
� �
� �
 �������
 ��	 �	��	����	�� 4M + 5S �
�
8M + 3S� 8����	 - ����	��� ���� � ���� ����	 5�� a0 5�� 200��� 	4��
	
��
�� ����
� 100� .���
� � ���� �	������� �� ��
���0	 NM �� �� �	� a0 =
�100× size/200�� 1�	�	 ����	� ��	 ��	� �
 ��	 ����������
� �������	� �

8����	 @� .���� 1���	� % �
� " ��	 ������� �� 1���	� / �
� # ���� ��	�	
�	���
���

1�	 �	����� ��
�	�
�
� ��	 ��	���	 	4��
���
 �	
��� ��	 ��
����	
�
���� ��	 �	
	��� ���	 ���� ������	�	
�� ��
��
� 5��� 25% �� ���	 ���

40% �	�	
��
� �
 ��	 ��0	 �5 S� 1�	 ������ �������������
 ��		����� ��	
���� �
 ��
	 ���� ��	 �	
	��� ���	�

 !��	���
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�
 ���� ���2� �	 �
������	 � 
	� 5����� �5 
���� ����	� 	4�	
�	� 
����
��	�	 ��	 ��	3��	
�� �
 ��	 	4��
���
 �	��
� �� � ���	
 �	� S� . ������
�������������
 ��������� �	���
� �
 ���� �	��	�	
�����
 �
� �
�����
� ��	�
����������
� �� ��	�	
�	�� .���� �	 �	����	 � 
	� �	���� �� B���2�� A
�
��	 �	�� �����4������
 �5 �
 �
�	�	� �� d2a3b ���� d ∈ S� 1��� ��������
��	���� ������	� ��	 ������������ �5 ��	 
���� �4�	
�	� 
��� �	B�	
�	�
���	 ���	 �� ��	 5���	�� ������ �������������
� 2
��
 �� ���	 5�� �	
	��� 	��
������ ����	�� �
 ����������� ���	
 � A4	� 
���	� �5 ��	����������
�� ��	
	4�	
�	� 
��� �� ���	 	3��	
� ���
 �
� ����	���
��
� ��
��� �.8
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����	 �
 	4�	
���
 �5 ��	�	 ��	�� �� $�����0
����	�� 5�� ����� 
�������	� ������ �������������
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#�����
$ #% #����$
���
�� �$������

�
 ��	 5������
�� �	 ������� �����	�	 	4����	� �5 ��	 �����4������

�	���� �	�����	� �
 �	����
 @�

�	� n = 841232, S = {1, 5}� a0 = 8� b0 = 8� �
� B = 10� 1�	 �����
��
���
� 22 ��E	�	
� �	����� �5 ��	 5��� [(d3b)2, b, d]� ;
�	 ����	� ����
�	��	�� �� ��	 A��� ������
��	 ���
� �	4���������� ���	� �� �� �� 	B��� ��6

[(1)2, 0, 1]
[(1000000000100101)2 , 8, 5]
[(10000111)2 , 3, 5]
[(100010001011)2 , 7, 1]
[(1001)2, 2, 1]
[(1001000000101001101)2 , 10, 5]
[(10010111111)2 , 5, 5]
[(100110011100011)2 , 9, 1]
[(101)2, 0, 5]
[(1010001)2 , 4, 1]
[(10101010110111)2 , 7, 5]
[(101101)2 , 2, 5]
[(1011011001)2 , 6, 1]
[(11)2, 1, 1]
[(11000000001101111)2 , 9, 5]
[(110010101)2 , 4, 5]
[(1100110100001)2 , 8, 1]
[(11011)2 , 3, 1]
[(111000111101)2 , 6, 5]
[(1110011010101001)2 , 10, 1]
[(1111)2, 1, 5]
[(11110011)2 , 5, 1]

1�	 ��
��� 	4��
���
 �5 n �� (11001101011000010000)2 �
� � ��
���
�	���� �
 ��	 ����� ����	 �	�	��� ����

v1[1] � (11001101011000010000)2 � v2[1]

���� v1 = [(1100110100001)2 , 8, 1] �
� v2 = [(11011)2 , 3, 1]. ���� ��	
��
��� �	
��� �5 n �� 20� ��	�	�� 38 �� 13��� ��
�� �� ��	 ��E	�	
�	 δ1 = 7

C/



�� �
 [0, a0]� .� ��	 ���	 ���	� v1[2] = 8 � b0� ��
�	B�	
���� �	 �	� v′1 = v1

�
� ��	 A��� �����4������
 �5 n �� 2738� �
 ��	 ���	 ���� v′2 = v2 �
�
��	 �	��
� �����4������
 �5 n �� 21533� ��� �	 ���	

2738 = (11001101000010000000)2
841232 = (11001101011000010000)2

21533 = (11011000000000000000)2 .

1�	 �����4������
 ���� �� ��	 ����	� �� n �� 2738� ��
�	 ��	 A��� 
�
	 ����
������
�	4�� �	 
		� �� �����4����	 n − 2738 = 1424 = (10110010000)2 �� �

�
�	�	� �5 ��	 5��� d22a23b2 ���� a2 � a1 = 7 �
� b2 � b1 = 8� .���
� �
��
��� �	���� ����� ����

v1[1] � (10110010000)2 � v2[1]

���� v1 = [(10101010110111)2 , 7, 5] �
� v2 = [(101101)2 , 2, 5]. �
 ����
���	� v1 �� 
�� ���������	 ��
�	 ��	 ��
��� �	
��� �5 5× 37 �� ��� ���� 1�	
A��� �������	 �	���� ���� �� �	�� ���
 v1 �� v′1 = [(1010001)2 , 4, 1]� �����
���	� ���	 �� ��	 �����4������
 2434� ;
 ��	 ���	� ���	� �
	 ��
 ��	�2
���� v′2 = v2 �
� ���� ��	 ����	���
��
� �����4������
 �� 5 × 2532� ���
�	 ���	

2434 = (10100010000)2
1424 = (10110010000)2

5× 2532 = (10110100000)2 .

1�	 �	�� �����4������
 �� 5× 2532 �
� ��	 ��E	�	
�	 �� ������ 16 = 24.
8�
����� �	 �����
 � {1, 5}������	����	 ����
 	4��
���
 �5 n = 841232�


��	�� n = 2738 + 5× 2532 − 24� ���� ��
���� 	E�����


����
� '	

9�: �
 ���	 ���	�� ��	 ��������� ����	 ��	� 
�� �	���
 ��	 ����	�� ���
���4������
 �� n� 8�� �
���
�	� �5 n = 2045 ��	 �	�� �����4������

5�� S = {1, 5}� a0 = 10� b0 = 4� �
� B = 10 �� 2160 ��	�	�� ��	 �����
����� �����
	� ����	 �	���
� 1920� . ���	5 ���2 �� ��	 ����	���
��
�
��
��� 	4��
���
� ������	� ��	 	4���
����
� �
�		��

1920 = (11110000000)2
2045 = (11111111101)2
2160 = (100001110000)2 .

C#



1�	 ���� �	���� �
 ��	 ����� �� [(11110011)2 , 5, 1] ��� �� ������ 
��
�	 ��	 ���� �
	 �� �	 �
�	������	� �5 �� �� 
�� �������	� �
 ���� ���	�
��	 �	���� ������ ��
��
�	 ���� ��	 A��� �	���� �5 ��	 ������ 1�	 �
��
��E	�	
�	 �� ���� ��	 ����	���
��
� ���	� �5 2 ������ 
�� �	 δ2 �
��
���	 ��� δ2 + 1� ��
�	 ��	 �����4������
 �� �
	 ��� ��
�	�� �5 �	 ��
����� ��	 �������	 �	����� v′1 �
� v′2 ��	 �	��	����	�� [(1111)2, 1, 5] �
�
[(10000111)2 , 3, 5]� ?	 ���	 δ1 = 11− 4 = 7� δ2 = 11− 8 = 3� �
� ��	
����	���
��
� �����4������
� ��	 1920 = 5×273 �
� 2160 = 5×2433�
5��� ����� 2160 �� ����	
�

9��: 1�	 ����	���� ��������
 
		�� �� �	 ����	��	� �� �	��� 1�2	 n = 2104�
���� S = {1, 5}� a0 = 10� b0 = 2� �
� B = 10� ?��� ��	�	 �����	�	���
��	 �	�� �����4������
 �5 n �� 1920 ��	�	�� ��	 ��������� �	���
�
2304� �
�		��

1920 = (11110000000)2
2104 = (100000111000)2
2304 = (100100000000)2 .

*	�	 ��	 �	���� ������ ��
��
�	 ���� ��	 ���� �	���� ��
�	 ��	 A��� �
	
�� ���	� ��� 9a0 ������ �	 �� �	��� 11 �� ����� ���
� [(1)2, 0, 1])� 1�	
�����	�� �����4������
 ���� �	 �
	 ��� �����	� �
� �� ��	 ����	���
��
�
� ���	� �5 2 ������ 
�� �	 δ1 ��� δ1 − 1� 
��
� ����� �	 �		 ����
v′1 = [(1111)2, 1, 5]� v′2 = [(1001)2, 2, 1]� δ1 = δ2 = 12 − 4 = 8� �
� ��	
����	���
��
� �����4������
� ��	 1920 = 5× 273 �
� 2304 = 2832�

C%
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���	 ��� ���� ��� ���� ��� ���� ��� ����

#P � a1 b1 � a1 b1 � a1 b1 � a1 b1

2���2 0 66.7 200 0 100 300 0 133.3 400 0 166.7 500 0

��������	����� 0 46.1 90.7 68.1 69.2 136.4 102.2 91.9 182.6 136.3 114.4 228.0 170.7

 �
�
��� 0 45.6 118.7 50.4 68.2 178.7 75.5 91.3 239.0 100.6 113.7 298.6 126.2

3���2 1 50 200 0 75 300 0 100 400 0 125 500 0

(1, 0)
 �
�
��� 1 46.8 118.9 50.2 70.5 179.1 75.1 94.5 239.3 100.3 117.7 298.8 125.9

(0, 1)
 �
�
��� 1 42.9 118.7 50.4 63.8 178.7 75.5 85.4 239.0 100.6 106.4 298.6 126.2

S1
 � �
��� 1 36.8 118.1 49.9 55.0 178.0 75.0 72.9 238.2 100.1 91.0 297.8 125.7

2���3 2 50.4 0 126 75.6 0 189 100.8 0 252 126 0 315

(1, 1)
 �
�
��� 2 39.4 118.9 50.2 58.5 179.1 75.1 77.9 239.3 100.3 96.6 298.8 125.9

S2
 � �
��� 2 32.9 117.8 49.8 49.2 177.8 74.9 65.3 238 100.0 81.5 297.7 125.6

4���2 3 40 200 0 60 300 0 80 400 0 100 500 0

S3
 � �
��� 3 30.7 117.5 49.7 45.7 177.5 74.8 60.6 237.8 99.8 75.6 297.3 125.4

(2, 2)
 �
�
��� 4 36.8 119.2 49.8 54.7 179.3 74.8 72.6 239.4 100.1 90.5 299.0 125.7

S4
 � �
��� 4 28.9 117.3 49.6 43.2 177.3 74.7 57.6 237.6 99.8 71.5 297.1 125.4

(3, 3)
 �
�
��� 6 35.3 119.3 49.5 52.2 179.4 74.6 69.2 239.5 99.6 86.1 299.2 125.2

S6
 � �
��� 6 27.3 117.4 49.4 40.6 177.3 74.5 54.0 237.6 99.6 67.1 297 125.3

3���3 8 36 0 126 54 0 189 72 0 252 90 0 315

(4, 4)
 �
�
��� 8 34.2 119.3 49.3 50.5 179.5 74.2 67.0 239.6 99.3 83.5 299.3 125

S8
 � �
��� 8 25.9 117.2 49.3 38.5 177.1 74.4 51.2 237.4 99.5 63.6 296.9 125.2

���	� �� <��������� 
	� ���
	�� ������ ����
��
���
	� ���'	�� 	� �����
� ������

���	 ��� ���� ��� ���� ��� ���� ��� ����

#P NM !��� NM !��� NM !��� NM !���

2���2 0 2442.9 " 3669.6 " 4896.3 " 6122.9 "

��������	����� 0 2275.0 6.87% 3422.4 6.74% 4569.0 6.68% 5712.5 6.70%

 �
�
��� 0 2253.8 7.74% 3388.5 7.66% 4531.8 7.44% 5666.5 7.45%

3���2 1 2269.6 " 3409.6 " 4549.6 " 5689.6 "

(1, 0)
 �
�
��� 1 2265.8 0.17% 3410.3 −1.98% 4562.3 −1.72% 5707.4 −1.69%

(0, 1)
 �
�
��� 1 2226.5 1.90% 3343.2 1.95% 4471.0 1.73% 5590.4 1.74%

S1
 � �
��� 1 2150.4 5.25% 3238.1 5.03% 4326.3 4.91% 5418.1 4.77%

2���3 2 2384.8 " 3579.3 " 4773.8 " 5968.2 "

(1, 1)
 �
�
��� 2 2188.6 8.23% 3285.5 8.21% 4390.0 8.04% 5487.7 8.05%

S2
 � �
��� 2 2106.5 11.67% 3174.1 11.32% 4243.6 11.11% 5314.8 10.95%

4���2 3 2165.6 " 3253.6 " 4341.6 " 5429.6 "

S3
  � �
��� 3 2078.1 4.04% 3132.8 3.71% 4189.8 3.50% 5248.5 3.34%

(2, 2)
 �
�
��� 4 2158.2 " 3242.6 " 4333.1 " 5421.6 "

S4
 � �
��� 4 2056.7 " 3105.0 " 4156.1 " 5204.0 "

(3, 3)
 �
�
��� 6 2139.4 " 3215.0 " 4291.7 " 5371.9 "

S6
 � �
��� 6 2036.3 " 3074.3 " 4115.4 " 5155.1 "

3���3 8 2236.2 " 3355.8 " 4475.4 " 5595.0 "

(4, 4)
 �
�
��� 8 2125.4 4.95% 3192.2 4.88% 4264.1 4.72% 5340.5 4.55%

S8
 � �
��� 8 2019.3 9.70% 3049.8 9.12% 4084.3 8.74% 5116.8 8.55%
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�� 	
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���	 ��� ���� ��� ���� ��� ���� ��� ����

#P � a1 b1 � a1 b1 � a1 b1 � a1 b1

2���2 0 66.7 200 0 100 300 0 133.3 400 0 166.7 500 0

��������	����� 0 46.1 90.7 68.1 69.2 136.4 102.2 91.9 182.6 136.3 114.4 228.0 170.7

 �
�
��� 0 45.0 98.5 63.2 67.1 148.7 94.4 89.4 198.5 126.2 110.5 248.9 157.5

3���2 1 50 200 0 75 300 0 100 400 0 125 500 0

(1, 0)
 �
�
��� 1 42.8 98.8 62.9 63.8 149.0 94.1 84.7 198.8 125.9 106.1 249.2 157.1

(0, 1)
 �
�
��� 1 49.0 98.5 63.2 73.4 148.7 94.4 98.8 198.5 126.2 123.3 248.9 157.5

S1
 � �
��� 1 36.6 97.7 62.8 54.4 148 93.9 72.2 197.8 125.8 89.8 248.1 157.0

2���3 2 50.4 0 126 75.6 0 189 100.8 0 252 126 0 315

(1, 1)
 �
� 
��� 2 40.6 98.8 62.9 60.4 149 94.1 80.8 198.8 125.9 100.9 249.2 157.1

S2
 � �
��� 2 32.5 97.6 62.6 48.1 147.7 93.9 64.0 197.6 125.6 79.6 247.9 156.9

4���2 3 40 200 0 60 300 0 80 400 0 100 500 0

S3
 � �
��� 3 30.3 97.1 62.5 44.8 147.6 93.7 59.5 197.2 125.4 74.2 247.5 156.9

(2, 2)
 �
�
��� 4 37.3 99.0 62.6 55.5 149.2 93.8 74 199 125.7 92.3 249.3 156.9

S4
 � �
��� 4 28.7 97.1 62.4 42.5 147.5 93.6 56.4 197.1 125.4 70.2 247.4 156.7

(3, 3)
 �
�
��� 6 36.2 99.1 62.2 53.8 149.3 93.6 71.8 199.2 125.2 89.6 249.4 156.7

S6
 � �
��� 6 27.0 97.1 62.2 39.9 147.4 93.4 52.7 197.1 125.2 65.6 247.4 156.5

5���2 7 33.3 200 0 50 300 0 66.7 400 0 83.3 500 0

3���3 8 36 0 126 54 0 189 72 0 252 90 0 315

(4, 4)
 �
�
��� 8 34.9 99.2 62 52.1 149.4 93.1 69.5 199.3 125.0 86.8 249.5 156.3

S8
 � �
��� 8 25.6 96.8 62.2 37.8 147.3 93.3 50.0 196.9 125.1 62.1 247.2 156.5

���	� �� <��������� 
	� ���
	�� ������ ����
��
���
	� ���'	�� 	� ����
�� ������

���	 ��� ���� ��� ���� ��� ���� ��� ����

#P NM !��� NM !��� NM !��� NM !���

2���2 0 2282.9 " 3429.6 " 4576.3 " 5722.9 "

��������	����� 0 1930.2 15.45% 2904.3 15.32% 3877.8 15.26% 4847.2 15.30%

 �
�
��� 0 1927.8 15.55% 2897.1 15.53% 3870.4 15.43% 4830.3 15.60%

3���2 1 2109.6 " 3169.6 " 4229.6 " 5289.6 "

(1, 0)
 �
�
��� 1 1904.0 9.75% 2861.9 9.71% 3821.6 9.65% 4783.6 9.57%

(0, 1)
 �
�
��� 1 1968.7 6.68% 2962.2 6.54% 3968.9 6.16% 4963.1 6.17%

S1
 � �
��� 1 1829.8 13.26% 2754.1 13.11% 3681.6 12.96% 4604.3 12.96%

2���3 2 1880.8 " 2823.3 " 3765.8 " 4708.2 "

(1, 1)
 �
�
��� 2 1881.5 −1.96% 2826.6 −1.88% 3781.0 −1.60% 4729.2 −1.55%

S2
 � �
��� 2 1784.1 5.14% 2685.9 4.87% 3592.8 4.59% 4494.9 4.53%

4���2 3 2005.6 " 3013.6 " 4021.6 " 5029.6 "

S3
  � �
��� 3 1757.1 12.39% 2647.9 12.13% 3541.0 11.95% 4434.8 11.83%

(2, 2)
 �
�
��� 4 1845.4 " 2773.8 " 3708.4 " 4638.5 "

S4
 � �
��� 4 1738.3 " 2621.5 " 3506.8 " 4391.0 "

(3, 3)
 �
�
��� 6 1830.8 " 2753.9 " 3682.0 " 4608.4 "

S6
 � �
��� 6 1718.3 " 2592.1 " 3467.1 " 4341.5 "

3���3 8 1732.2 " 2599.8 " 3467.4 " 4335.0 "

(4, 4)
 �
�
��� 8 1815.0 −5.22% 2731.9 −6.92% 3656.5 −6.55% 4575.9 −6.44%

S8
 � �
��� 8 1701.9 1.75% 2568.6 1.20% 3436.1 0.90% 4302.7 0.75%
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